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Zadanie 0D . (10 punktéw)

Udowodnié, ze dla dowolnego malejacego ciagu (a,) zbieznego do 0, szereg Zan jest

n=1

zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezny jest szereg Zn~anz.
n=1
Rozwigzanie:

Podzielmy szereg Y a, na bloki wyrazéw, za miejsca podziatu wybierajac wyrazy o in-
—1

deksach b@d@cychnlzwadratami liczb catkowitych. Otrzymujemy

oo (n+1)?
Z an=a1+), Y a,
n=1 j=n2+1

a przy tym zachodza nieréwnosm
(n+1)?

> ai< ((n+1) ) apz = (2n+1) - a2
i=n2+1
oraz
(nt1)*

Z a; = ((n—i— 1) ) A(nt1)2 = (2n+ 1) “Q(n41)2 -

i=n2+1
W konsekwencji

0o (n+1)? oo

) 00
Z a; < Z(Qn—i—l anz\z (2n+4n)-a,z=3- Zn @2
n=1

n=1 j=n2+41 n=1 n=1

S>> @2 2n41)-apse=>_ 2n—1)-a,22> (2n—n) a2 =Y n-a.

n=1 j=n2+1 n=1 n=2 n=2 n=2
Powyzsze nieréwnodci sg prawdziwe takze w przypadku, gdy wystepujace w nich sumy
szeregOw majg wartosé 4oo.
Na koniec zauwazmy, ze
oo (n+1)2

o o0
Zan—al—i—z Z a; < a1+3-Zn-anz<4-Zn-anz
n=1 j=n2+1 n=1 n=1
oraz
0o (n+1)? oo 00
Zanfaljtz Z GZar+ Y neap=Y n-apg.
n=1 j=n2+1 n=2 n=1

Udowodnilismy wiec oszacowania

[e.9]

o0 [oe)
dneap <) a, <4 n-ag,
n=1 n=1 n=1

z ktorych wynika teza zadania.
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Zadanie 00 . (10 punktéw)

00 2n . J)n
Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potegowego Z (q)
— Inn

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do danego szeregu potegowego traktowanego jako sze-
reg liczbowy z parametrem x # 0.

Otrzymujemy
(2::—3) .]jn-‘rl Inn B (2n+ 1) . (2n_|_2) . |gj| . Inn B
(2:>-x”-ln(n+1) (n+1)? In(n+1)
(2n+1)-2-|z] In(n+1)—In=  (2n+1)-2- |z In 2L
- : no— N\l | 4 e
n+1 In(n+1) n+1 In(n+1)

przy n — oo.

Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
wyrazéw danego szeregu potegowego réwnej 4 -|z|.

Jezeli |x| < 1/4, to szereg jest zbiezny.
Jezeli zas |x| > 1/4, to szereg jest rozbiezny.

Stad wniosek, ze promien zbieznosci danego szeregu potegowego jest réwny 1/4.

Dla x =1/4 otrzymujemy szereg, ktéry na mocy kryterium poréwnawczego jest roz-
biezny:

0o (Qn) 0o oo 0o
n 1 L e
né;@-lnn /;::Q(ZTH—I)-Inn /;::Q(antn)-lnn 3 Zn-lnn -

Wykorzystaliémy tu nieréwnosé

2n - 4n
n 2n+1

2n m
n__ o2n __
v _Z<k>

k=0

wynikajaca z tego, ze w sumie

wystepuje 2n+ 1 sktadnikéw dodatnich, a najwiekszym z nich jest (2:)

Dla z = —1/4 otrzymujemy szereg

- ()
Z 47.Inn

n=2
ktory jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych.
Aby to udowodnié¢, musimy zweryfikowaé prawdziwos¢ trzech zalozen tego kryterium.

Y

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.
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Dowodzimy tego w oparciu o nieréwnos¢ (?) < 4™ korzystajac z twierdzenia o trzech
ciggach:
2
() _ 1

4”-lnn<m_)0'

2n

) < 4™ wynika z tego, ze w sumie
n

2n m
n__ o2n __
vs _Z<k>

k=0

Nieréwnosé (

wystepuje 2n+ 1 sktadnikéw dodatnich, a jednym z nich jest (271")

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
Wykazujemy, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
(), G
4n.dnn” 4n+ln(n+1)’
co kolejno jest réwnowazne nieréwnos$ciom
In(n+1) _ (2n+1)-(2n+2)
Inn = 4-(n+1)2
In(n+1) _ 2n+1
> )
Inn 2n+2

a to jest prawda, gdyz
In(n+1) 1> 2n+1

> .
Inn 2n+2
Stad wynika, ze dowodzona nieréwnosc¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n > 2.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny dla x=—1/4 na mocy
kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma przedzial zbieznosci [—1/4, 1/4).

Uwaga: Stosowanie kryterium d’Alemberta nie jest konieczne, ale jego unikanie nie
wydaje sie specjalnie praktyczne. Mozna bowiem wyobrazié¢ sobie nastepujace rozwigza-
nie:

e Jakims sposobem zgadujemy, ze promien zbieznosci jest réwny 1/4.

e Dowodzimy jak w przedstawionym rozwiazaniu, ze szereg jest rozbiezny dla z=1/4
i zbiezny dla z=—1/4.

e Przedstawiamy rozumowanie, z ktorego wynika, ze jesli szereg jest rozbiezny dla x =1/4
i zbiezny dla x = —1/4, to jego promien zbieznosci jest réwny 1/4.
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