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Zadanie 9. (10 punktow)
Obliczy¢ granice (ciagu)
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Rozwigzanie:
Przeksztatcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:
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Poniewaz funkcja f jest catlkowalna jako funkcja ciagta, jej sumy Riemanna odpowia-
dajace ciagowi podzialéw przedziatu catkowania na 2n przedzialtéw réwnej dtugosci 1/n
daza do calki oznaczonej:
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gdzie po drodze wykonaliémy podstawienie t =+/z, czyli x =t*, z formalnym wzorem
dx =2t dt i przeksztalceniem przedziatu catkowania z € [1, 3] na t € [1, \/g}

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica ciagu jest rowna /6.
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Zadanie 10, (10 punktéw)
Wiadomo, ze jezeli funkcje ciagle f, g:[a, b] — R spelniaja nieréwnosé¢ f(z) < g(x) dla
kazdego x € [a, ], to srodek ciezkosci figury

{(z,9): z€la, 0] A fz)<y<g(r)}

lezy w punkcie <)]§, ;), gdzie
X=[arol) = f@)de, V=0 [P~ (@) dr,  P=[gl)-flx)dr

Wyznaczy¢ srodek ciezkosci (z,, y,) obszaru Z,, ograniczonego prosta o rownaniu y = x
i krzywa o réwnaniu y = |z|- W

Obliczy¢ graniczne wartosci xg = nll_{go Ty, OTaz Yg :nh—>nolo Yn. Jakiej zaleznosdci miedzy
T 1 yYq powinnismy oczekiwac i dlaczego?

Rozwigzanie:
Poniewaz dane w zadaniu krzywa i prosta przecinaja sie w punktach (0,0) i (1, 1), a przy
tym |z W<x dla x€]0, 1], przeprowadzamy obliczenia dla [a, b|=[0, 1], f(z)=z"+D/"
oraz g(x)=x. Otrzymujemy kolejno:
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W rezultacie wspotrzedne srodka ciezkosci figury Z, to
X  2-(2n+1) Y 2-(2n+1)
Tn="FH =5 /9. 1\ oraz Yp = —==

P 3-(3n+1) P 3-3n+2)
Wobec tego ¢ =ya=4/9.

Dla bardzo duzych n obszar Z, jest nieznacznie pogrubionym odcinkiem o koncach
(0,0) i (1, 1), wiec nalezy oczekiwaé, ze jego srodek ciezkosci lezy bardzo blisko tego
odcinka. W konsekwencji nalezy oczekiwaé, ze xg =yg.
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