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KOLOKWIUM nr 8, 23.04.2018, godz. 8:15-9:00
Zadanie 19 . (10 punktéw)

Obliczy¢ sume szeregu
s 16 16
1 —41 )
nz::z(\j +n2—n J +n2—|—n)

Zapisa¢ wynik w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.
Rozwigzanie:
Zapisujac dany szereg w postaci

&0 16 16
%(J1+(n—1)‘n_\j1+n-(n+l) )

zauwazamy, ze odjemnik roznicy wystepujacej w wyrazie szeregu jest odjemng roznicy
wystepujacej w wyrazie nastepnym.
Mozemy wiec przeksztatcié N-ta sume czesciowg danego szeregu:
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co przy N dazacym do +oo zbiega do 3—1=2.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwng 2.
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Zadanie 1 0. (10 punktéw — 2 za promien i po 4 za kazdy koniec)
Wyznaczy¢ przedziat zbieznosci szeregu potegowego
> (2n+1)-(2n+3)-(2n+5)-(2n+7) 2"

>

amt o ne(nt1)-(n42)-(n43)- (n+4)

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do danego szeregu potegowego traktowanego jako sze-
reg liczbowy z parametrem x # 0.
Otrzymujemy
(2n+3)-(2n+5)-(2n+7)-(2n+9)-2"™  n-(n+1)-(n+2)-(n+3)-(n+4)
(n+1)-(n+2)-(n+3)-(n+4)-(n+5) (2n+1)-2n+3)-2n+5)-Cn+7)-2"|
~ n-(2n+9)-|z]

~ (n+5)-(2n+1) —lal

przy n — o0.

Tak wigc zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
wyrazéw danego szeregu potegowego réwnej |z|.

Jezeli |x| <1, to szereg jest zbiezny.
Jezeli za$ |x| > 1, to szereg jest rozbiezny.

Stad wniosek, ze promien zbieznosci danego szeregu potegowego jest rowny 1.

Dla x =1 otrzymujemy szereg, ktéry na mocy kryterium poréwnawczego jest rozbiez-

ny:
> (2n+1)«(2n+3)‘(2n+5)-(2n+7)>i (2n+0)-(2n+0)-(2n+0)-(2n4+0)
st ne (1) (n42)-(n43) - (n+4) S (ntn)-(n42n) - (n+3n) - (n+4n)
1 X1 .
15 mn >
Dla x = —1 otrzymujemy szereg

> (2n+1)-(2n+3)-(2n+5)-(2n+7)-(—1)"
nz::l n-(n+1)-(n+2)-(n+3)-(n+4)

ktory jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych.
Aby to udowodnié¢, musimy zweryfikowaé¢ prawdziwos¢ trzech zalozen tego kryterium.

)

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:

(2n+1)-(2n+3)-2n+5)-2n+7) . (2+1)-(2+2)-(2+2)-(2+1)-L
e (1) (n42)- (04 3)- (k) e L (1 L) (142) - (142) - (144)
2.2.2.2.0
11111
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3° Ciagg wartosci bezwzglednych wyrazow jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié¢, powinnismy wykazaé, ze dla
dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
(2n+1)-(2n+3)-(2n+5)-(2n+7) - (2n+3)-(2n+5)-(2n+7)-(2n+9)
n-(n+1)-(n+2)-(n+3)-(n+4) ~ (n+1)-(n+2)-(n+3)-(n+4)-(n+5)’
co kolejno jest réwnowazne nieréwnos$ciom
2n+1 _ 2n+9
> )
n n+>5
(2n+1)-(n+5)>(2n+9)-n,
o2n?+11n+5

2n* +9n,

skad wynika, ze dowodzona nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny dla = —1 na mocy kryte-
rium Leibniza o szeregach naprzemiennych.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma przedzial zbieznosci [—1, 1).

Uwaga: Stosowanie kryterium d’Alemberta nie jest konieczne, ale jego unikanie nie
wydaje si¢ specjalnie praktyczne. Mozna bowiem wyobrazi¢ sobie naste¢pujace rozwigza-
nie:

e Jakims sposobem zgadujemy, ze promien zbieznosci jest rowny 1.

e Dowodzimy jak w przedstawionym rozwigzaniu, ze szereg jest rozbiezny dla x =1
i zbiezny dla z = —1.

e Przedstawiamy rozumowanie, z ktorego wynika, ze jesli szereg jest rozbiezny dla z =1
i zbiezny dla = —1, to jego promien zbieznosci jest rowny 1.
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