Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2017/18

Liczby zespolone i ich zastosowanie
do wyprowadzania tozsamosci trygonometrycznych.

Zadania do oméwienia na éwiczeniach we wtorki 15,22.05.2018 (grupy 2-3).
Nie wszystkie zadania bedg szczegdlowo rozwigzane.

Nalezy umieé wskazaé zadania, ktére sprawily najwiecej probleméw.

372. Sprawdzi¢, ze
Va+bi=+ ( \/szQ—HL +isgn(b) @—a) ,
jesli b# 0.
Rozwiaza¢ rownania i uktady réwnan:

373. z=22 374. z=2"1 375. 14+i=2> 376. 3+4i=22 377. 2%2=28i

378. —344i=2? 379. 224 2= 380. 22 +iz=1 381. z=7+1
2 _ 2 2 __ . _ >

382. {1=%  3g3 | Ata=l 384, |1 TRTL ggs fat@=l
25 =121 21+20=-—1 2o+1iz1=2 Z1+20=1

Rozwiaza¢ roéwnania i nieréwnosci. Zaznaczy¢ zbior rozwigzan na plaszczyznie zespo-
lonej:

386. Rez+Rez?>0 387. 3|z < |2%|+1 388. |z|=|z+1|
1
389. |z +i| <|z—i 390. Tm—~— =0 391. Re’~ —0
z+1 z

392. W trojkacie prostokatnym PQ D kat przy wierzchotku P jest prosty, a przy tym
PQ =11 PD=4. Ponadto punkt C jest srodkiem odcinka PD, punkt A jest $rodkiem
odcinka PC', punkt B jest $rodkiem odcinka AC. Punkt E lezy na prostej PD, przy
czym

IPQA+IPQB+YPQC =<4PQD+4PQE .
Obliczy¢ PE.

393. Niech z = 2—1— %; Dla podanych liczb m, n podac taka liczbe catkowita k, aby
zachodzila réwnoéé 2™ -z" = z*. Uwaga na sprzezenie w drugim czynniku po lewej stronie.
a) m=10, n=1, k=.... :
b) m=15 n=2, k=.... :
3, k=.... :
4, k=..... .

m

m n
d) m=50, n
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394. Dla podanej liczby zespolonej z poda¢ najmniejsza liczbe naturalng n>1 taka,
ze 2" =z.

a) z=1i, n=.... :
L1
b) z:ﬂ, n=.... :
2
1 3
c) z:—2+\é_-i, n=.... :
3
d) Z:£_37 n=....
2 2

395. Rozwiazaé¢ réwnanie
ZZ=z+Z

w liczbach zespolonych. Opisaé, jaka figura geometryczng na pltaszczyznie zespolonej jest
zbiér rozwigzan.

396. Czy nieréwnosé |z+ 1| < |z—4| jest prawdziwa dla liczby zespolonej
a) z=log,3+1i-logs7;
b) z=logs5+i-log,9;
c) z=log,8+i-log;12;
d) z=logs11+i-loggl4?

397. Czy réwnosé z2 =272 (uwaga na sprzezenie po lewej stronie) jest prawdziwa
dla liczby zespolonej

a) z=+/logg2+i-\/logg3;

b) z=y/log;y3+i-/log,4;
) z=/log;gd+i-/logish;
d) z=+/logs,b+1i-/logs,67

398. Czy podana liczba zespolona spetnia réwnanie 2% = —64

b) z2=—1+iV3:
¢) z=+/3+1i;
d) z=—V3+i?
399. Czy réwnosé 2% = 2 jest prawdziwa dla liczby zespolone;j
a) z=—i;
3
b) z:\/_ Z;
2
) 1+74
c) z=—;
V2
1+4v3
Q) o= +iv3,

2
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400. Czy réwnosé z'3 = 2713 (uwaga na sprzezenie po lewej stronie) jest prawdziwa
dla liczby zespolonej
) 3+4
a) 2= :
5}
548t
b) z= o ;
9
d+1v23
c) z=——
8
6+1v13
d) z= “7 ?

401. Niech R(m,n) bedzie liczba takich liczb zespolonych z, ze
(z"=1)-(2"—1)=0.

Czy wtedy

a) R(2,3)=5;
b) R(3,4)=6;
c) R(4,6)=8;
d) R(3,6)=87

402. Czy dla podanych liczb zespolonych z;, 29, 23 istnieje taka liczba zespolona z,

|z — 21| = |2 — 22| = |z — 23]

a) z1=1+414, 20=2+42i, 23=13+4i;
b) z1 =144, 20=2+2i, 23=8+38i;
c) z1=141, 20=2+42i, 2z3=5+9i;
d) z1=1+44, 20=2+2i, z3=T+11i7?

403. Czy podana liczba zespolona z spetnia nieréwnosé |z —1| < |z — 3|
a) z=1log,3+i-log,7 ....... b) z=log,7+i-logy5 .......

c) z=logy3+i-log,11 ....... d) z=log,5+i-logy13 .......

404. Czy podana liczba zespolona z spetnia nieréwnosé |z —i| < |z — 5i|
a) z=1og,3+i-logy7 ....... b) z=log,7+i-logy5 .......

c) z=logy3+i-log,11 ....... d) z=log,5+i-logy13 .......
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405. Czy podana liczba zespolona z spetnia réwnanie 7=z~

a) z—§+fz
=l
c) z=2+3i ......

a) E=m ot
1 V3.
C) Z—i‘i‘?Z .......

407. Czy podana liczba zespolona z spetnia réwnanie 28 =1

V2 V2,

a)ZZT‘I“TZ .......
1 V3
C)Z 5"‘77, .......

412. Czy liczba (\/§+Z)n jest rzeczywista dla

a) n=2012 ... b) n=2013 ....... c) n=2014 .......
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b) z:ﬁ—i-lz .......
2

d) z=i ...

b) z=—+ =i ......

d) z=1i ...

d) z=4+4i ...

d) z=4+4i ...

d) z=4+4i ...

d) z=4+4i ...

d) n=2016 .......
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413. Czy liczba (1 — \/§z)n jest rzeczywista dla

a) n=2012 ....... b) n=2013 ....... c) n=2014 ....... d) n=2016 .......

414. Czy liczba (—1+14)" jest rzeczywista dla

a) n=2012 ...... b) n=2013 ....... c) n=2014 ....... d) n=2016 .......

415. Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania réwnania 227+ 216 = 2244219 w liczbach zespo-
lonych. Podaé liczbe rozwigzan, zapisa¢ wszystkie rozwigzania w postaci kartezjanskiej
(mozna uzywaé znakéw "+” i 7+,” dla zapisania kilku rozwiazan jednym wzorem) oraz
zaznaczy¢ wszystkie rozwigzania na pltaszczyznie zespolonej wykorzystujac zamieszczony
nizej rysunek, na ktérym narysowano okrag jednostkowy oraz proste przechodzace przez
punkt 0, co 15°.
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416. Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania réwnania 2® =i w liczbach zespolonych. Za-
pisaé wszystkie rozwiazania w postaci kartezjanskiej (bez uzywania funkcji trygonome-
trycznych) oraz zaznaczy¢ wszystkie rozwiazania na plaszczyznie zespolonej wykorzystu-
jac zamieszczony nizej rysunek, na ktéorym narysowano okrag jednostkowy oraz proste

przechodzace przez punkt 0, co 15°.

N2

2
417. Obliczy¢ warto$¢ calki oznaczone;j / cos’ x d.
0

™
418. Obliczy¢ warto$¢ catki oznaczonej / sin?"1%  — cos® z dz.
0
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419. Wyznaczyé wszystkie rozwigzania réwnania 2* = —4 w liczbach zespolonych.
Zapisa¢ wszystkie rozwigzania w postaci kartezjanskiej (bez uzywania funkcji trygono-
metrycznych) oraz zaznaczyé¢ wszystkie rozwiazania na ptlaszczyznie zespolonej wyko-
rzystujac zamieszczony nizej rysunek, na ktérym narysowano okregi o $rodku w zerze
i promieniach v/n dla n=1,2,3,4 oraz proste przechodzace przez punkt 0, co 15°.

420. Rozwina¢ w szereg Fouriera funkcje f okreslona wzorem

f(x)=sin®z-cosbz-cosTx.

421. Rozwinaé¢ w szereg Fouriera funkcje f okreslona wzorem f(z) =sin®x .

422. Dokonczy¢ rachunki w przyktadzie z wyktadu: Obliczy¢ sume

sinz+sin2x +sin3x+...+sinnx .
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