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393. Niech z= ? + Z? Dla podanych liczb m, n podac taka liczbe catkowita k, aby
m.z" =7k Uwaga na sprzezenie w drugim czynniku po lewej stronie.
a) m=10, n=1, k=9;
b) m=15, n=2, k=13;
c) m=20, n=3, k=17,
d) m=50, n=4, k=46.

Rozwigzanie:
Poniewaz |2| =1, zachodzi réwnosé¢ z= 27!, a w konsekwencji z" = z~". Zatem poprawna
odpowiedz to k=m —n.

zachodzita réwnosé z

394. Dla podanej liczby zespolonej z poda¢ najmniejsza liczbe naturalng n>1 taka,
ze 2" =z.

14
b) z:ﬂ, n=9;
2
1 3
c) z:—z—i—\é_-i, n=4;
3
d) z:i—z, n=13
2 2
Rozwigzanie:

Podane liczby zespolone maja modut 1 i argumenty odpowiednio: 7 /2, w/4, 27/3, —7/6,
skad wynika, ze sa one pierwiastkami z jednosci odpowiednio stopni 4, 8, 3 i 12.

395. Rozwigzaé rOwnanie
ZZ=2z+7Z
w liczbach zespolonych. Opisa¢, jaka figura geometryczng na ptaszczyznie zespolonej jest
zbior rozwigzan.
Rozwigzanie:
Sposéb 1
Przeksztatacajgc dane w tredci zadania rownanie otrzymujemy kolejno rownania row-

nowazne:
2Z—2—%2=0,

2Z—z—ZzZ+1=1,

(z=1)(z-1)=1,
(z=D(z-1)=1,
l2—1=1,
|z—1|=1,

skad wynika, ze zbiorem rozwiazan jest zbior liczb odleglych na ptaszczyznie zespolonej
o 1 od liczby 1, czyli okrag o srodku 1 i promieniu 1.
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Sposob 11
Po podstawieniu z =z+yi, gdzie z, y € R, dane w zadaniu réwnanie przyjmuje kolejno
postac:
(x+yi)(z—y1) =z+yi+z—yi,
2 +y® =2z,
v —2x+1y*=0,
v —2r+14+9y° =1,
(x—1)+y*=1,

a zatem zbiorem rozwiazan jest okrag o promieniu 1 i $rodku (z,y) = (1,0), czyli z=1.

396. Czy nieréwnosé |z+ 1| < |z —4| jest prawdziwa dla liczby zespolonej
a) z=log,3+i-log;7; NIE
b) z=logsb+i-log,9; TAK
c) z=log,8+i-logs12; NIE
d) z=logzll+i-logsld; TAK

397. Czy réwnosé z2 =272 (uwaga na sprzezenie po lewej stronie) jest prawdziwa
dla liczby zespolonej

a) z=+/logs2+1i-y/logg3; TAK
b) z=+/log;s3+1i-/log;,4; TAK
c) z=+/log;gd+i-/log;sh; NIE
d) z=+/logsb+i-/logs6; TAK

398. Czy podana liczba zespolona spelnia réwnanie 2% = —64
a) z=1+iV/3; NIE
b) z=-1+iV/3; NIE
¢) z=+3+i; TAK
d) z=—V3+i; TAK

399. Czy réwnosé 23

a) z=—i; TAK

b) 2= \/Z_Z; TAK

2
) 2= NIE

\/5 )
1+;\/§ ;. TAK

=z jest prawdziwa dla liczby zespolonej

d) z=
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400. Czy réwnos¢ z'3=2713 (

dla liczby zespolonej
3+4i

uwaga na sprzezenie po lewej stronie) jest prawdziwa

a) z= z ; TAK
b) z:5j;8i; NIE
c) z:ﬂg/ﬁ; NIE
d) z:6+i7\/1_3; TAK

401. Niech R(m,n) bedzie liczba takich liczb zespolonych z, ze
(z"=1)-(z"—=1)=0.
Czy wtedy
a) R(2,3)=5; NIE
b) R(3,4)=6; TAK
) R(4,6)=8; TAK
) R(3,6)=8; NIE

o

[

402. Cgzy dla podanych liczb zespolonych zy, 29, 23 istnieje taka liczba zespolona z,
ze
|z — 21| =|2— 22| = |2 — 23]

&
~—

=141, 2=2+2i, 23=13+4i; TAK

b) 21:1+i, 22:2+2i, 23:8+82, NIE
C) lel—f‘i, 22:24‘2@', 23:5+9Z, TAK
d) z1=1414, 2o=2+2i, 23=7+11i; TAK

403. Czy podana liczba zespolona z spetnia nieréwnosé |z —1| < |z — 3|
a) z=1log,3+1i-log,7 TAK b) z=1log,7+i-log,5 NIE
c) z=log,3+1i-log,11 TAK d) z=log,5+i-log,13 NIE
404. Czy podana liczba zespolona z spetia nieréwnosé |z —i| < |z — 5i
a) z=1log,3+1i-log,7 TAK b) z=1log,7+i-log,5 TAK

c) z=log,3+i-log,11 NIE d) z=log,5+i-log,13 NIE
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405. Czy podana liczba zespolona z spetnia réwnanie z=z~!
3 4 1 2
=—-+-1 TAK b) z=—-+ —i NIE
a) z 3 + £ ) = 3 + 3

c) z=2+3i NIE d) z=3+4i NIE

406. Czy podana liczba zespolona z spetnia réwnanie 2% =1

5 V2 1
a) = Y2 V2 Nm by := Y3, L NiE
2 7 > 3
1 V3
c)z:2+\g_i TAK d) z =i NIE

407. Czy podana liczba zespolona z spetnia réwnanie 28 =1

2 2 1
a)z=£—|—£iTAK b)z:£+7iNIE
2 2 2 2

1
c)z:2+\fiNIE d) »=i TAK

408. Czy nieréwnosé |z —1| < |z—>5] jest prawdziwa dla

a)z=1+i TAK  b)2=2+2 TAK  ¢)2=3+3iNIE d)z=4+4i NIE
409. Czy nieréwnosé |z| < |z —4i]| jest prawdziwa dla

a) 2=1+i TAK  b)2=2+2 NIE  ¢)2=3+3 NIE  d)z=4+4i NIE
410. Czy nieréwnosé |z —5—5i| < |z+1+1i| jest prawdziwa dla

a)z=1+iNIE b)2=2+2 NIE ¢)2=3+3i TAK  d)z=4+4i TAK
411. Czy nieréwnos¢ |z —7| < |z —T7i| jest prawdziwa dla

a) =1+ NIE b) z=2+2i NIE c) z=3+3i NIE d) z=4+4i NIE
412. Czy liczba (\/§~|—Z)n jest rzeczywista dla

a) n=2012 NIE b) n=2013 NIE c) n=2014 NIE d) n=2016 TAK
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413. Czy liczba (1 — \/§z)n jest rzeczywista dla
a) n=2012 NIE b) n=2013 TAK c) n=2014 NIE d) n=2016 TAK

414. Czy liczba (—1+14)" jest rzeczywista dla
a)n=2012 TAK  b)n=2013NIE  ¢)n=2014 NIE  d)n=2016 TAK

415. Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania réwnania 227+ 216 = 2244 219 w liczbach zespo-
lonych. Podaé liczbe rozwigzan, zapisa¢ wszystkie rozwigzania w postaci kartezjanskiej
(mozna uzywaé znakéw "+” i 7+,” dla zapisania kilku rozwiazan jednym wzorem) oraz
zaznaczy¢ wszystkie rozwiazania na plaszczyznie zespolonej wykorzystujac zamieszczony
nizej rysunek, na ktérym narysowano okrag jednostkowy oraz proste przechodzace przez
punkt 0, co 15°.

Rozwigzanie:
Przeksztatcajac dane rownanie otrzymujemy kolejno:

L2194 16
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(2%=1)- 22— (s -1)-2"° =0,
(2*=1)- (s =2"%) =0,
(2°=1)-(z*~1)-2" =0,

£=1 Vv =1 Vv z=0.

Zatem dane rownanie ma 11 rozwiazan i sa to: liczba 0, osiem pierwiastkow 6smego
stopnia z jednosci (w tym liczba 1) oraz dwa pierwiastki trzeciego stopnia z jednosci
(bez liczby 1, ktéra juz uwzglednilidmy).

Odpowiedz:
2 2 1 3
Dane réwnanie ma 11 rozwiazan: 0, =£1, =i, :i:\é_ +5 \g_z oraz —j + \é_z
Q) >
@
T 3
@ @,
Q) @)
3 T
@
> Q)
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416. Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania réwnania 2® =i w liczbach zespolonych. Za-
pisaé wszystkie rozwiazania w postaci kartezjanskiej (bez uzywania funkcji trygonome-
trycznych) oraz zaznaczy¢ wszystkie rozwiazania na plaszczyznie zespolonej wykorzystu-
jac zamieszczony nizej rysunek, na ktéorym narysowano okrag jednostkowy oraz proste

przechodzace przez punkt 0, co 15°.

N2

Rozwigzanie:
Dane w zadaniu réwnanie jest spelnione przez liczbe z=—1, a pozostale dwa rozwiazania

tego réwnania leza na okregu jednostkowym co 120°.
Inaczej: liczba i ma modut 1 i argument /2, a zatem jej pierwiastki szeScienne maja

modut 1 i argumenty 7/6+2kn/3 dla k=0,1,2, czyli odpowiednio 7/6, 57/6, 37/2.
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Odpowiedz: Dane rownanie ma 3 rozwigzania:
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NEE
+V 7y
5 T3

—i¢ oraz

z

A\
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21
417. Obliczy¢ warto$¢ catki oznaczonej / cos® x d.

Rozwigzanie:
Korzystajac z liczb zespolonych wyprowadzimy odpowiednig tozsamos¢ trygonometrycz-
na.
Przyjmijmy z = cosx+isinxz. Wowcezas
n . n . 2"
Z"=cosnx+isinnx, 2z "=cosnxr—isinnr, cosnr= 5
Zatem 6
6 2427t 204624 +1522+20+152"2 4624 +276
cos’ T = = =
2 64
cosbr 3cosdxr 1bcos2x 5
= + +—.
32 16 32 16
Pamictajac, ze catka oznaczona z cosinusa po pelnym okresie jest réwna 0, otrzymujemy
’r 6 Feosbz  3cosdr  15cos 237 o Om
/ cos’ xdr = + + / =27 :
! 5 32 16 32 16 16 8
o
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ 3
418. Obliczy¢ warto$¢ catki oznaczonej /Sin2016x —cos®10 x dx.
Rozwigzanie:
7 rownosci .
cosT =sin (w + 5)
oraz
|sin (z+7)|=|sinz|
otrzymujemy
s s 7T/2 s
s s s
/0052016:1: dr = /sin2016 (m + 5) dr = / sin?°16 (:H— 5) dr + / sin?016 (:L‘—l— 5) dx =
0 0 0 /2
w/2 T /2
s
= / sin?010 ( ) dx + / sin?10 ( —> / n?"z dx + / sin?%x dzx =
0 /2 /2
= /Sin2016:v dx
0
skad wynika, ze dana w zadaniu catka ma wartosé¢ zero.
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka oznaczona ma wartosé 0.
Uwaga: Idea powyzszych rachunkéw jest nastepujaca: Funkcje sin?*'% i cos?'6 sg

catkowane po pelnym okresie réwnym 7, a przy tym jest to ta sama funkcja, tylko
przesunieta o /2.

Lista 10R (rozwigzania zadan 393-419) - 37 - Strony 29-39



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2017/18

419. Wyznaczyé wszystkie rozwigzania réwnania 2* = —4 w liczbach zespolonych.

Zapisa¢ wszystkie rozwigzania w postaci kartezjanskiej (bez uzywania funkcji trygono-
metrycznych) oraz zaznaczyé¢ wszystkie rozwiazania na ptlaszczyznie zespolonej wyko-
rzystujac zamieszczony nizej rysunek, na ktérym narysowano okregi o $rodku w zerze
i promieniach v/n dla n=1,2,3,4 oraz proste przechodzace przez punkt 0, co 15°.

Rozwigzanie:
Liczba zespolona —4 ma modut 4 i argument 7, w zwiazku z czym jej pierwiastki czwar-
tego stopnia maja modut v4=+/2, a jeden z nich ma argument 7 /4. Tym pierwiastkiem
jest wiec v/2- (COS T +i~sin§) =1+1. Pozostalte trzy rozwiazania danego w zadaniu row-

nania lezg na okregu o promieniu v/2 co 90°.

Lista 10R (rozwigzania zadan 393-419) - 38 - Strony 29-39



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2017/18

Inaczej: liczba —4 ma modut 4 i argument 7, a zatem jej pierwiastki czwartego stopnia
maja modut v/2 i argumenty 7/4+kr/2 dla k=0,1,2,3, czyli odpowiednio /4, 37 /4,
b /4, Tm /4.

Odpowiedz: Dane réwnanie ma 4 rozwigzania: £11+51.
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