Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2017/18

Kolokwium nr 11: poniedziatek 11.06.2018, godz. 9:30-11:00, materiat zad. 1-452.
Zadania do oméwienia na éwiczeniach we wtorek 29.05.2018 (grupy 2-3).
Kryteria zbieznosci szeregéw o wyrazach zespolonych
Warunek konieczny zbieznosci
Jezeli z, nie dazy do 0, to szereg §1 2z, jest rozbiezny.
n=
Zbieznos¢ bezwzgledna
Jezeli :Zjl |2n| < 00, to szereg n§1 2, jest zbiezny.

Kryterium d’Alemberta i kryterium Cauchy’ego

Zn+1
Zn

o0
Jezeli lim <1, to szereg . z, jest zbiezny.
n—00 n=1

Jezeli lim |22+t
n—oo Zn

> 1, to szereg > zp jest rozbiezny, a co wiecej lim |z, | = +o0.
n=1 -
[e.e)
Jezeli lim {J |zn| < 1, to szereg nZ:jl 2, jest zbiezny.
. . . oo . . . . . .
Jezeli nh_)Iglo Ulzn| > 1, to szereg nZ:jl z, jest rozbiezny, a co wiecej 7}1_%10 | 20| = +00.
Uogdlnienie kryterium o szeregach naprzemiennych
Jezeli ciag (ay,,) jest zbieznym do zera nierosnacym ciagiem liczb rzeczywistych dodat-
nich, to dla dowolnej takiej liczby zespolonej z, ze |z| =1 oraz z # 1, szereg % a,z" jest
n=1
zbiezny.
Powyzsze jest prawda takze dla |z| < 1, ale wéwezas na ogdt stosujemy inne kryteria.

Inne kryteria

Jezeli szeregi % Zp 1 % Yn S8 zbiezne, to szeregi % (2, £ yn) sa zbiezne i woéwcezas
n=1 n=1 n=1
Z(Zniyn) = Z Znt Z Yn -
n=1 n=1 n=1

o0 o0 [e.°]
Jezeli szereg Y z, jest zbiezny, a szereg Y- v, jest rozbiezny, to szeregi > (z, £ yy)
n=1 n=1 n=1
sg rozbiezne.

Dla dowolnej liczby zespolonej ¢ # 0 szereg § czp jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,
n=1

gdy zbiezny jest szereg % z,. Jesli oba szeregi sa zbiezne, to

n=1
o0 [o¢]
dezp=cd 2.
n=1 n=1

Zbieznos¢ szeregu nie zalezy od zmiany lub pominiecia skonczenie wielu poczatkowych
wyrazow.

Szereg § 2z, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezne sg jednoczesnie szeregi
n=1

% Rez, oraz % Imz,. Jesli podane szeregi sg zbiezne, to

n=1 n=1
o0 (o] o0
> zp=> Rez,+i)_ Imz,.
n=1

n=1 n=1
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Obszar zbieznosci szeregu potegowego jest kotem o srodku w zerze i promieniu
R€[0,+00], zwanym promieniem zbieznosci szeregu. Przy R=0 koto zbieznosci degene-
ruje si¢ do punktu 0, przy R=+00 obszarem zbieznosci jest cata ptaszczyzna zespolona.

Na okregu bedacym brzegiem kota zbieznosci szereg potegowy moze by¢ zbiezny w cze-
sci punktéw, a w czesci rozbiezny.

423. Ciag (z,) o wyrazach zespolonych dany jest wzorem:
Zn=Vn2+ni—mn.
Wyjasni¢, dlaczego powyzsza definicja nie jest jednoznaczna i zaproponowaé¢ mozliwe
sposoby jej doprecyzowania. Wybraé taki sposob jej doprecyzowania, aby podany cigg
byl zbiezny i obliczy¢ jego granice.

424. To samo dla ciagu zespolonego danego wzorem:

Zn=Vn2+2ni+n.

Zbada¢ zbieznos¢ zespolonych szeregéw liczbowych:

> 1 X n < n > n+1
425. —_ 426. 427. 428.
§1n2+i”+1 niz:l”?’ 7;:1”2 nzzjlnz+i

429. Obliczy¢ sume szeregu geometrycznego

S 1
2 it

Naszkicowaé na plaszczyznie zespolonej kilka jego poczatkowych sum czesciowych.

Zapisaé szeregi (o wyrazach rzeczywistych) czesci rzeczywistych i urojonych jego wy-
razow. Podaé sumy tych szeregéw (z jednej strony uzyskaé¢ je z sumy danego szeregu
zespolonego, a z drugiej strony wyliczy¢ bezposrednio).

Wyznaczy¢ obszary zbieznosci zespolonych szeregéw potegowych:

n 6n

"z

430. D 2"z" 431. > n2" 432. Zn!z”2 433. ) 434. >
n=0 n=1 n=0 n=1 n=1
Ponizsze dwa zadania byty w znacznej czesci omdéwione na wyktadzie — przypomnij

sobie i uzupehij co trzeba.

z
n n

435. Przypomnie¢ sobie rozwiniecie funkcji rzeczywistej arctg w szereg potegowy
(wokét zera). Zinterpretowaé ten szereg jako zespolony szereg potegowy i wyznaczy¢
jego obszar zbieznosci.

436. Rozwazamy zespolony szereg potegowy

00 zn-S"
nzz:l n

Wyznaczy¢ promien zbieznosci tego szeregu.

Rozstrzygnaé zbieznoéé szeregu w punktach z = e* /3" gdzie m € N oraz 0 < k < 2-3™.
Przyjrzec¢ sie dokladnie przypadkom (m, k)= (5, 1) oraz (m, k) = (5, 2) zaznaczajac

osiem poczatkowych (niezerowych) wyrazéw szeregu na plaszczyznie zespolone;.
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Wybibércza powtorka dotychczasowego materiatu.

Zadania do samodzielnego rozwigzania.
Na ¢éwiczeniach we wtorki 5,12.06.2018 (grupy 2-3)
nalezy wskazaé zadania, ktére sprawily najwiecej problemoéw.

437. W kazdym z zadan 437.1-437.5 podaj wzor na funkcje rézniczkowalng
:D;— R o podanym wzorze na pochodng oraz o podanej wartosci w podanym punkcie.
f

437.1. f(x) = (42 —5)" f)=1 D;=R

437.3. f(x)= L f)=1 D;=R

F ) =

437.4. fl(a)= xfﬂ F(0)=7 D;=R

) = o
/ . 1 _

437.5. fi(x)= (Go—5)711 f(2)=0 D;=R

) =

438. Obliczy¢ catke nieoznaczong

dx
/1+\/1+\/1+x'

439. W kazdym z zadan 439.1-439.10 podaj w postaci uproszczonej wartosé
catki oznaczonej.

1 2

439.1. /de:L’: ....................... 439.2. /w3dm: .......................
0 0
4 de

439.3. /\/de: ....................... 439.4. /73: .......................
1 1 x
w/3 w/6

439.5. /sinxdx: .................... 439.6. /Cosxdx: ....................
0 0
l X 8 i

439.7. dr= . 439.8 dr= .
1/m2+1 v 2/$2+1 v

439.9 /1 dr__ 439.10 fdx—

9 [ = 20, [ =
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2
xdx
440. Obliczy¢ wartos¢ calki oznaczonej [ —————.
/2 ¢ +2x+4

dz
441. Obliczy¢ warto$¢ catki oznaczonej /

S 1+ Va2 420 +1°

442. W kazdym z zadan 442.1-442.10 podaj w postaci uproszczonej wartosc¢
granicy ciggu.

1 1 1 1 1
442.1. i — =
nLOO<2n+1+2n+2+2n+3+ +2 +k+ +6n>

1 1 1
442.2. 7111320(71—1—2 n+4 n+6+ —i—m—i— +9n> .......................
1 1 1
442.3. 7}13)10(”_’_4 T8 n+12+'“+n—|—4k+m+81n>_ ....................
K
442.4. nﬂ)(n "Zil n(2i2)2+"'+M+"'+5EZ2>: .............
142.5. nlggo<2n "211 +2n2$&2+2)2+. T Qikﬁ +2‘222> ..........
442.6. nh—>I£lo<3n2+1 32+4 ?ka—|—k:2+m+1z:;>: ......................
442.7. nh_)nolo<n2 1 n2+4+ -+ Qik2+ +2nz> ...........................
442.8. 7}1_{1010(3”24_1 3n2—|—4+ +3nQ—|—/£2+m+4nQ>: .......................
442.9. 711Loo<3n2+1+3n2n+4+...+szw+...+W>: ......................
442.10.  lim <3n2 ?n+1)2+3n2+(”n+2)2+...+M+...+Jm>: .........

T 3r+2
443. Obliczy¢ wartos$¢ caltki niewtasciwej / 2 dz lub wykazac, ze caltka ta jest
x3—dx

rozbiezna.

444. Rozstrzygnadé zbieznosé szeregu
© nl-18"

2 IGED

445. Wskazujac odpowiednig liczbe wymierna dodatniag C' udowodni¢ nieréwnosci

X Viant44n+1

C-m<y ~—————— <2072,
i ,12::1 12n*+n3+3 g
. TN T
Wolno skorzystaé¢ bez dowodu z réwnosei > 2=
n=1
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446. Obliczy¢ warto$¢ catki niewtasciwe;j / lub wykazac, ze calka ta jest

T+Vzx
rozbiezna. VIt

447. W kazdym z zadan 447.1-447.15 podaj w postaci przedziatu zbiér wszystkich
wartosci rzeczywistych parametru p, dla ktérych podany szereg liczbowy jest zbiezny.

Przedzial moze by¢ nieograniczony (tzn. mie¢ koniec +00).

W zadaniach 447.11-447.15 ujawniono, ze przedzial jest obustronnie domkniety).

447.1. Y nP jest zbleZlly S PE L.

n=1
447.2. ) p" jest zbileZny S DE i
447.3. ZP—Q Jest ZbICZNY 0 D E L
n=11
447 .4. Zp— jest zbiezny & P ...
n=1 VT
447.5. D (p—3)" jest zblezny S PE .
n=1
447.6. > (2p—11)" jest zbiezny < PE ...
n=1
aar7 3 t zbiezny & pe
7. est ZbieZNy € DE .
> o ] y p
447.8. > jest ZbleZny < DE
n=1 np+
00 1 '
447.9. nzzzlm jest ZbIeZNY S DE
S 1 .
447.10. §1m jest zbiezny & peE ...
447.11. > 5— Jest zbiezny & pe ... e ]
n=1 n
< (%) -pr .
447.12. > 5 Jestzbiezny & pe ... e ]
n=1 n
gara3. 3 bies
.13. ;::1 i jest zbiezny < pe .. ... e ]
0o (2n |.pn
.n-'
447.14. Z<">+5p jest zbiezny < pe|.......... ..., e ]
n=1 n"
ORI
447.15. Y -~ jest zbiezny <& pe ... e ]
n=1 n"
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2 4
x*dx
448. Obliczy¢ wartos¢ calki oznaczonej / _
' R T
449. Wyznaczy¢ promien zbieznodci szeregu potegowego
< (2n)!-(4n)!-zP"

>

n=1
dla tak dobranej wartosci catkowitej dodatniej parametru p, aby promien ten byt dodatni
i skonczony.
450. W kazdym z zadan 450.1-450.4 podaj cztery odpowiedzi.
450.1. Dla podanych liczb a, b podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskra-
b

d
calnego taka liczbe wymierng w, ze / Tx =lnw.

n!.npn

A) A=1, D=0, W= ..
D) a=2, D=16, W= .
C) =1, D=20, W= i
d) a=0, D=25, W= .

450.2. Dla podanej liczby a podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracal-
b
d 1
nego taka liczbe wymierng b wigksza od a, ze / Waév—i-l =5
A) A=, D=
D) a=2, b=
C) =3, D= o

d) A=A, b=
450.3. Dla podanych granic catkowania a, b podaj w postaci liczby catkowitej lub
’ dx
—————=w-T
J w2+ 2142
A) A=—00, b=—1, W=
D) a=—00, D=0, W= . .
C) A=—1, D=400, W= ittt
d) a=0, D=F00, W= i

450.4. Dla podanych liczb a, b podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskra-
b

utamka nieskracalnego taka liczbe wymierng w, ze /

. . ) xdx

calnego taka liczb¢ wymierna w, ze a/ PN =lnw.
A) a=1, D=4, W=
D) @ =2, D=, W=
C) =1, D=8, W= i

d) a=4, D=8, W= ..

451. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
i (3n)!-a™
(2n)!-nn"

n=1
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452. W kazdym z zadan 452.1-452.15 podaj norme supremum funkcji f o podanym
wzorze i dziedzinie.
Przypomnienie: || f|| =sup{|f(z)|: v € D}.

452.1. f(z)="Tsinz, Dy=R, |[fll= oo
452.2. f(x)=Tsinz—3, D;=R, |fll=.. oo
452.3. f(z)=Tsin’z—3, Dr=R, |[fll= oo
452.4. f(x)=Tsinx—3, Dr=R, |[fll= oo
452.5. f(r)=logyx—2, Dy=(%,8), |fl= ...
452.6. f(r)=logyx—2, D;=1(2,32), |[fll= 0o
452.7. f(zx)=(logyz)’—6, D;= (%, 4), Nfll=
452.8. f(z)=(logyx)’ =6, Dj= (%, 4), Nfll= e
452.9. f(z)=(logyx)' =6, Dp=(L4), |fl=-... ...

452.10. f(z)=Va2+3z—x, Dy=(1,400), flIl= " eemeeeeeieeii.
452.11. f(x)=vVa?+8x—z, Dr=(1,400), |fll=. oo
452.12. V3472 —x, Dp=(1,400), |fll= . oo,

)
)
)
452.13. f(z)= Va3 +2602—x, Dp=(1,400), |fll= - ooieeeieiii
)=
):

~

(x

-

452.14. f(z 1,400), |Ifll= oo

'
&
o
+
—_
(@
8
w
|
8
)
[y
I
—~

452.15. f(z)= Va2 +8023 —x, Dy=(1,+00), |fll= oo
2243 , :
453. Obliczy¢ wartos¢ catki niewtasciwe;j / dx lub wykazaé, ze catka ta jest
9z

rozbiezna.

< (=)™ (2n—1)-(2n+1
454. Udowodnié zbieznosé szeregu »_ (=D)"-(2n—1)-2n+1) .
=1 (Bn—1)-(3n+2)-(3n+5)

3
455. Obliczy¢ wartosé catki oznaczonej /15x-\/x—|—1 dr podajac wynik w postaci
0
liczby catkowite;j.

456. Obliczy¢ catke nieoznaczong / o —xQ
457. Wyznaczy¢ taka liczbe naturalng n, ze krzywa o réwnaniu y =™ dzieli zbior
{(x,y): zel0,1] A x5<y<x}
na dwa obszary o rownych polach.
458. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
< (2n)!-z*"

>

= nlnan
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D > (=)"n-(n+1)-(n+2)
459. Ud d b § .
owodnic zblezZnosc szeregu P (3n+ 1) ] <3n+4) ] (3n+7> ] (BTL—I— 10)

460. Wyznaczy¢ promien zbiezno$ci szeregu potegowego
(™). (2n)!- 2

Z n

= nl.-nn
0 dx
461. Obliczy¢ warto$é calki oznaczonej / a3 o Zapisa¢ wynik w postaci Inw,
S X + 3%+ 2z

gdzie w jest liczba wymierna.

7
462. Obliczy¢ wartos¢ calki oznaczonej / dx podajac wynik w postaci liczby
0

4x
J(x+1)2
catkowitej.
27

463. Obliczy¢ wartos¢ calki oznaczonej / xcosxdx. Pamieta¢ o uproszcezeniu wyniku.
0

2

dz
464. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej / ————— . Pamietaé¢ o uproszczeniu wy-
, x2—2x+2
niku.
T dx
465. Obliczy¢ wartosé¢ calki niewlasciwej / o lub wykazac, ze calka ta jest roz-
2+
1
biezna.
. . : [ xde o :
466. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej / ——— . Pamigtaé¢ o uproszczeniu wy-

niku.

467. Obliczy¢ catke nieoznaczong / e** .sin3x dx .

" dx

o
468. Udowodni¢ zbieznos¢ calki niewtasciwe;j / —
5z +x
469. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
2 2
n" "

POCIITE

470. Obliczy¢ wartos¢ granicy (ciagu)

lim< ! + 1 + ) +...+2—|—...+4n2).
n—o\nd34+1 n34+8  nd+27 n3 + k3 n3 +8n3
00 gip2017 ;2016
471. Udowodnié zbiezno$é szeregu nZ::l PTERReTR
472. Udowodnié¢ zbiezno$¢ szeregu i (=1)"-(7n=6)-(Tn+1) .
(5n—4)-(bn+1)-(5n+6)

n=1
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