Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2017/18

437. W kazdym z zadan 437.1-437.5 podaj wzor na funkcje rézniczkowalna
:D;— R o podanym wzorze na pochodna oraz o podanej wartosci w podanym punkcie.
D;—R d hod danej Sci d ki

437.1. f'(z) = (4z —5)"* fH=1 D;=R
(4x—5)> 221
fl@)= 220 | 220
437.2. fl(x)=v3z+1 f(1)=1 Dy= (—:1,), +oo>
flo)= - (Bx b)Y~ ]
437.3. F(x) = (3:2_‘7;)4 f) =1 D;=R
fla)= g+
e (x2+1)° 48
3
437.4. £ >:x4x7+1 F(0)=7 D;=R
f(x)—i-ln(x4+1>+7
1
437.5. f(z) = Er— f(2)=0 D;=R

fla)= ; .arctg (3x — 5) — 1”2

438. Obliczy¢ catke nieoznaczong

dx
/1+\/1+\/1+x'

Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie

t=vV1+vitz,

co daje
t?=1+1+x,
t?—1=v1+z,
(P=1)"=1+x,
(t2—1>2—1:$,
th—2t2 =z

1 formalnie

4-(t3—t) dt =dz .
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Otrzymujemy:

/1+\/m / 1+t

:4'( Hm) —2'( 1+\/H—x)2+024( Hm) —2-2y/1+2+C=

3 3
3
4-( 1+\/1+x)
= 3 —2\/1+ZE+CQ.

3
by /t2—tdt———2t2+0—

439. W kazdym z zadan 439.1-439.10 podaj w postaci uproszczonej wartosé
catki oznaczonej.

1 2
1
439.1. /xﬁ de == 439.2. /;c?’ de =4
0 7 0
4 3
14 der 4
439.3. dr=— 439.4. — =
/\/_ r= 3 1/ 5o
/3 w/6
439.5. / sing dr = = 439.6. / cosz de = =
0 0
7 8
In13
439.7. / - dz=In5 439.8. / —
J 22 5 T +1 2
439.9 /1 dv _m 439.10 f dr
‘ 2+1 4 T a2
440. Obliczy¢ wartos$é calki oznaczonej / %
) Y ) kA 24244
Rozwigzanie:
Przeksztatcamy mianownik funkcji podcatkowe;j
/2' x dx B /2 T dx /2 T dx 2 xdx
S22 +4 ) a2 4143 (x+1)2+3 dy 3 (2) ’

a nastepnie wykonujemy podstawienie

rz+1
e r=t-V3-1
V3

1 formalnie

dz =3 dt.

Ponadto x = —2 odpowiada t = —1/1/3, a x =2 odpowiada t = /3, przy czym zaleznoéé
t od x jest monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [—2, 2] odpowiada

przedziatowi t € [~1/v/3, V3].
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Otrzymujemy
Poade Y (6VB-1)VBdt P vt
/23(651)2%3_1/45 3-1243 _1//ft2+1 /t2+1

V3
In(t?2+1)
—_— arctgt

5

1

\/_
t=—1/V3 t=—1/V3 )
1

\/‘

_Ind4 In{4/3) 1 (arctg\/g—al”(?tg (—%)) :h;?’

In3 1 7r_ln3 s
2 V32 2 23

In3 T
Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartos¢ — —

2 23
Uwaga: W prawidlowo uproszczonym wyniku nie moze pojawi¢ si¢ arctg, a 7 oraz
In moga wystapi¢ tylko raz.

(-5

d
441. Obliczy¢ warto$¢ calki oznaczone;j / .

) 1+ a2+ 2x+1

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy mianownik funkcji podcatkowej, a nastepnie dzielimy przedziat catko-
wania na dwa przedzialy:

8 8

/ dx :/ dx _ dx _

14+ Var+2e+1 L1+ Y (@+1)? L 14/l +1]
-1 8

8

\Oo

—1
dx dz dx dx
- + - T )
_/21+ |z +1| _/11+\/|x—|—1| _/21+\/—m—1 _/11—{—\/93+1
W pierwszej catce ostatniej sumy wzoru (1) wykonujemy podstawienie

t=+v—z—1, tP=—x—1, t>0, r=—t*—1, t>0

i formalnie

dx = -2t dt.

Ponadto z = —2 odpowiada t =1, a x = —1 odpowiada t =0, przy czym zaleznos¢ t
od z jest monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [—2, —1] odpowiada
przedziatowi ¢ € [0, 1].

Otrzymujemy
-1 0 1 1

d —2tdt Y tdt tl—l 1
= [ [ [ e i e
JltV—z—1 J 1+t R S+t

1
) =2—2-(In2—Inl)=2—-2-1In2.
=0

1 1 dt
=2 [dt—2. [ T =2-2- |1+
J J 1+t
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Z kolei w drugiej calce ostatniej sumy wzoru (1) wykonujemy podstawienie

t=vx+1,

1 formalnie

Ponadto xr=—1 odpowiada t=0, a x=

t2:x+1,

t>0, r=t>—1, t>0

dx =2t dt.

8 odpowiada t=3, przy czym zaleznos¢ t od x jest

monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [—1, 8] odpowiada przedziatowi

t €10, 3.
Otrzymujemy
8

2t dt ;
/1+\/ﬁ/1+t 0/

3

0

3
+:20/t
3

=2 [ dt—2. /1dtt—6 2. (ln|1—i—t]

Lit—o. /1——dt—

)—6 2-(Ind—Inl)=6—4-1n2.
t=0

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartosé¢ 8 —6-1n2.
Uwaga: W prawidtowo uproszczonym wyniku In moze wystapic¢ tylko raz.

442. W kazdym z zadan 442.1-442.10 podaj w postaci uproszczonej wartosé

granicy ciagu.

442.1 li < 1 -+ 1 + L +...+ L +... +— 1 ) In3
1. lim — =In
n—oo \ 2n+1 2n+2 2n+3 2n+k 6n
442.2 i ( ! +.o ! +.o ! ) In3
2. lim .. =In
n—0oo \ n+2 n—{—4 n—+6 n—+2k In
442.3 i ( ! +... L +...+ ! > In3
3. lim .. — ) =In
n—oo n—|—4 n+8 n—|—12 n+4k 81n
n+1 n+2 k ™
442 .4. et =1Inj
H,o<n )2 T T T et +50n2) n
n+1 n+2 n
442.5. 1 et =1n3
nllgo<2 F(n+1) +2n2+(n+2)2+ o 27n2> "
442.6. 1
ningo<3 2+4 3 2+k2 12n2>
4427, i e 22T
S n2—|—1 n2+4 n?+ k2 2n 4
n n n T w3
442.8. i —+ .+ — | = =
”Lm<3n2+1+3n2+4 +3n2+k2+ +4n2) 6-4/3 ( 18 )
n n n n 0y 7T-\/§
442.9. lim - —
442.10. i ( T . > T
.10, lim — =
n=co\3n?+(n+1)2  3n2+4(n+2)2 3n?+ k2 12n2 6-3
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443. Obliczy¢ wartos¢ catki niewtasciwej / ;f——i_fa: dx lub wykazaé, ze catka ta jest
rozbiezna. '
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéow prostych:
3x+2 3r+2 A B C
3 —dr (x—2)-z-(x+2) T z-2 +E+x7+2’
3x+2=A-z-(z+2)+B-(z—2)- (x+2)+C-(z—2) - x. (2)

W tym miejscu mozna wymnozy¢ iloczyny po prawej stronie réwnosci (2), a nastepnie
porownujac wspotezynniki wystepujace po obu jej stronach uzyskaé¢ uktad trzech réwnan
liniowych z trzema niewiadomymi A, B, C'.

My jednak wybierzemy inna droge, a mianowicie podstawimy w réwnosci (2) kolejno

r=2, =0, r=—2 otrzymujac odpowiednio
8=8A, skad A=1,
1
2=—-4B, skad B:—§,

1
—4=8C, skad C= —3-

Wobec tego

°® 3342 1 1/2 0 1/2 1 In|z+2||~
/ T dx:/ 2y dx=In|z—2|— nle] _ Infz+2] =
a3 —4dx J x—2 T z+2 2 2

_ <nm <1n\x—2| o] 1n|x+2|)> qpdy 06 In8

=06

T—00 2 2 2 2
. Tr—2 —2-1n4 +1n6 +1n8&
= lim In —
e - (x+2) 2
. r—2 —4-1In2+1n2+1n3+3-1n2
=In|( lim + =
e (e +2) 2

1-2
:ln<1im z >+h13:1m+h13:0+m3:h13‘

e=o [142 2 2 2 2

. 4. . . . . . . . ,, 11
Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa jest zbiezna i ma warto$é -

444. Rozstrzygnaé¢ zbieznos¢ szeregu

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do danego w zadaniu szeregu:

Lista 11R (rozwigzania zadati) - 52 - Strony 48-68



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2017/18

3n+3 il ml.1n  (3n+3)! n1\" -
<n+1> (n 1)t ne-18 D) (2nt2)l (%) (n+1)
18 18 18 8 2,(6)
— — = — = < 1 ,
- 2T 3e e

(3n+1)-(3n+2)-(3n+3) | <1+;>" W.(1+;>” -

(n+1)-(2n+1)-(2n+2) (n+1)-(2n+1)-2
skad na mocy kryterium d’Alemberta wynika zbieznosé¢ szeregu.
Skorzystaliémy przy tym z nieréwnosci e > 2, (6), ktora wynika albo z zapamigtanego

rozwiniecia dziesietnego e=2,7..., albo ze wzoru

x© 1 3 1 1 8
>3 =ltld oo =g.
kzok' Z MR

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg jest zbiezny.

445. Wskazujac odpowiednig liczbe wymierng dodatniag C' udowodni¢ nieréwnosci

© VAnt4-4n+1

C-m< <2072,
i \n; 120t +nf+3 >
Ino sk , - B
Wolno skorzysta¢ bez dowodu z réwnosci ) | — = 5

n=1
Rozwigzanie:
Szacujemy dany w zadaniu szereg od dotu:

Z\/4n4+4n—|— i VaAnt+0+0 i 2n? 1 =21 17 1
e — —— = — T

S0t 4n3+3 T Z12nt+nt43nt T 2 16nt 8 o 1n2 8 6 48

i od gory:

Viant+4n+1 dnt+dnt+nt 2 3n? 1 1 7 1
Z 12n4 L3 Z 1 - 1= Zi Ryt
o1 12nt4n? 43 = 1204040 a1 12n —n? 4 6 24

1
Wobec rownosci o= =2 18 udowodniliémy zadane nieréwnosci ze stata C'= 8

446. Obliczy¢ warto$¢ caltki niewtasciwe;j lub wykazaé, ze catka ta jest

7 dx
/73

rozbiezna. 0 VitV

Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie t =+/x, czyli x =t przy zalozeniu t >0, skad dostajemy
formalny wzér dx = 2t dt. Przy tym podstawieniu przedzialowi catkowania x € (0, 0o)
odpowiada przedzial t € (0, 00).

Otrzymujemy:

T 2tdt Todt

2. | —— =2-arctgt

0/\/5+\/F:0/t+t3: JTye

:2-(tlim arctgt)—2-arctg0:2-g—O:7r.

t=0

Odpowiedz: Podana caltka niewltasciwa jest zbiezna i ma wartos$¢ .
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447. W kazdym z zadan 447.1-447.15 podaj w postaci przedziatu zbiér wszystkich
wartosci rzeczywistych parametru p, dla ktérych podany szereg liczbowy jest zbiezny.

Przedzial moze by¢ nieograniczony (tzn. mie¢ koniec +00).

W zadaniach 447.11-447.15 ujawniono, ze przedzial jest obustronnie domkniety).

447.1. > nP jest zbiezny < pée(—oo, —1)

n=1

447.2. > p" jest zbiezny < pe(—1,1)

n=1
447.3. S jest abiemy = pe[—1,1]
n=17
447.4. S L_ jest sbiemy & pel—1,1)
n=1 VT
447.5. > (p—3)" jest zbiezny < pe(2,4)
n=1
447.6. (2p—11)" jest zbiezny < pe (5, 6)
n=1
> 1 : -
447.7. > jest zbiezny < pe (2, +00)
n=1 nP+1
447.8. i (=" jest zbiezny < pe€ (0, +00)
n=1 np+1
o0 1
447.9. > T jest zbiezny <« pe(1/2, +o00)
n=17
o0 1
447.10. an T jest zbiezny < pe(1/3, +00)

447.11. Z< > jest zbiezny < pe [—1/4, 1/4]

n=1

'

oo (3n).

447.12. > <”>3p jest zbiezny <« pe [—4/27, 4/27]
n=1 n
< nl-p" .

447.13. Zﬁ jest zbiezny < pe€ [—e, €]
n=1 n"

447.14. > -~ jest zbiezny & pe€ [—e/4, e/4]
n=1 n'"
00 <3n>n|pn

447.15. -~ jest zbiezny <& pe [—4e/27, 4e/27]
n=1 n'

: . . rtdx
448. Obliczy¢ warto$¢ catki oznaczonej /

J 14 Vx5 =3
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Rozwigzanie:
Wykonamy podstawienie
= /425 -3,
czyli
=42° -3

oraz formalnie
3t dt =202 dx

zauwazajac przy tym, ze zalezno$c t od x jest rosnaca, a zatem przedziatowi catkowania
x €1, 2] odpowiada przedzial t € [1, 5].

Otrzymujemy
/2 ot dx _3/52dt 3/5t+1 3/5 b
S 1+ V4253 20 J 1+t 20 1+t 20 1+t
3 [t 3 1 3
— 2 | = —ttlnft+1 2 56—~ +1—1In2 (8+1n3) =
50 (2 t+1In|t+1] ) 50 ( 5+1In6 5T n) 20 (8+1n3)
6 3:In3
5 20

3-In3
Odpowiedz: Wartos¢ catki podanej w tresci zadania jest rowna = + 20

449. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego

Z (2n)!- (4n)!- aP

3
= n!.-npn (3)

dla tak dobranej wartosci catkowitej dodatniej parametru p, aby promien ten byt dodatni
i skonczony.

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (3) traktowanego jako szereg liczbowy
z parametrem x # 0.
Otrzymujemy
(2n+2)!- (dn+4)!- 2P n!-np" B
(n+ D) (n+1)pete (2n)- (4n)l-avm|
~(2n+1)-(2n+2)-(4n+1)-(4n+2)-(4n+3)-(4n+4)-|z[P
B (n+1)- (=)™ (n+1)p B

_ 8-(2n+1)-(4n+1)-(4n+2)-(4n+3) |z _)210'@
o (EIN

n

przy n— o0, o ile p—1=4, bo tylko w tym przypadku pierwszy czynnik powyzszego
iloczynu ma granice rzeczywista dodatnia.

Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych

wyrazéw szeregu (3) réwnej 210 @ dla p=>5.
e
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5
Jezeli 21V |x65 <1, ezyli |z| < Z, to szereg (3) jest zbiezny.
[

.. , X
Jezeli zas 21°.

—>1, ezyli [z] > Z, to szereg (3) jest rozbiezny.
e

e
Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (3) jest réwny T

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma dla p=>5 promien zbieznosci €
450. W kazdym z zadan 450.1-450.4 podaj cztery odpowiedzi.
450.1. Dla podanych liczb a, b podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskra-
b
dx

calnego taka liczbe wymierng w, ze / on =
T x

Inw .

a)a=1, b=6, w=3/2

b)a=2, b=16, w=4/3

c)a=1, b=25, w=5/3

d) a=6, b=25, w=10/9

450.2. Dla podanej liczby a podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracal-
b

: d 1
nego taka liczbe wymierna b wieksza od a, ze / TIH =5
J x?42z

a

a)a=1, b=2
b) a=2, b=5
c)a=3, b=11
d)a=4, b=29
450.3. Dla podanych granic catkowania a, b podaj w postaci liczby catkowitej lub
b dx B
2242r+2

utamka nieskracalnego taka liczbe wymierng w, ze / w-T .

a

a)a=-—oo, b=—1, w=1/2

b) a=—oc0, b=0, w=3/4

c)a=—1, b=40c0, w=1/2

d) a=0, b=+0c0, w=1/4

450.4. Dla podanych liczb a, b podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskra-

. . T
calnego taka liczbe wymierng w, ze a/ Pl Inw .
a)a=1, b=4, w=3/2

b)a=2 b=7, w=2

c)a=1, b=8, w=5/2

d) a=4, b=8, w=5/3

451. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
< (3n)!-a™

2 Gn)imn 4
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Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (4) traktowanego jako szereg liczbowy
z parametrem x # 0.
Otrzymujemy
(3n+3)! (2n)l-n™  (Bn+1)-(3n+2)-(3n+3)- || . 27 |x|

2n+2)l-(n+ 1) @Bo)l-am | (2041)-2n+2)- (=) (nt 1) 4ee

n

przy n — oo.

Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
27 |z|

wyrazoéw szeregu (4) réwnej

27- 4
Jezeli 2 <1, czyli |z| < 2—;, to szereg (4) jest zbiezny.
27 |x de
Jezeli za$ 1 | > 1, czyli |z| > 77 to szereg (4) jest rozbiezny.
‘e

4

Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (4) jest réwny 2—;.
de

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci 57

452. W kazdym z zadan 452.1-452.15 podaj norme supremum funkcji f o podanym
wzorze 1 dziedzinie.
Przypomnienie: || f||=sup{|f(x)|: z € D;}.

452.1. f(z)=Tsinz, Dy=R, |f||=7
452.2. f(xr)=T7sinz—3, D;=R, | f||=10

452.3. f(x)=Tsin*x—3, D;=R, |f|=4

452.4. f(x)=Tsin’x—3, D;=R, | f| =10
8

452.6. f(x)=logyr—2, D;=(2,32), | fll=3

452.7. f(x)=(logyz)’—6, Dp=(%.4), |[f|=6

(logyz)” 6 )
452.8. f(z)=(logyx)’—6, Dy=(L,4), |f|=33
(logyz)* 6 )

(z)
(z)
(z)
(z)
452.5. f(x)=log,x —2, Df:(l,S), | fll=5
(z)
(z)
(z)
(z)

452.9. f(x)=(log,x
452.10. f(z)=Va2+3r—z, D;=(1,+o0), |fl=3/2
452.11. f(z)=Va2+8x—=z, Dy=(1,+00), |f]l=4
452.12. f(z)=V2+722—x, Dj=(1,+oc0), |fIl=7/3

(z)

(z)

(z)

—~

452.13. f(z)= Va2 +2622—z, D;=(1,+0), |f|=26/3
452.14. f(z)=Vati+1523—z, D;=(1,+0), |fl|l=15/4
452.15. f(z)= Va'+80a3—z, D;=(1,+00), |f||=20
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453. Obliczy¢ wartos¢ catki niewtasciwe;j / 2 + 5 dx lub wykazaé, ze catka ta jest
rozbiezna.
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéow prostych:
2x+3 2x+3 A B C
—0r (x—3)-z-(x+3) - x—3+E+T+3 ’
2e+3=A-z-(+3)+B-(z—3)-(x+3)+C-(x—3) -x. (5)

W tym miejscu mozna wymnozy¢ iloczyny po prawej stronie réwnosci (5), a nastepnie
porownujac wspotezynniki wystepujace po obu jej stronach uzyskaé¢ uktad trzech réwnan
liniowych z trzema niewiadomymi A, B, C'.

My jednak wybierzemy inna droge, a mianowicie podstawimy w réwnosci (5) kolejno
r=3, x=0, x = —3 otrzymujac odpowiednio

1
9=18A, skad AZQ’

1
3=—-9B, skad B=—g,
1
—3=18C, skad C:_é'
Wobec tego
/2x—|—3 / 1/2 13 1/6 dxiln|x—3|_ln|x|_ln|x+3| >
B r  z+3 2 3 6 L
<' <ln|x—3| In|z| ln|x+3|)> In2 In5 In8
= lim — — S W
= 2 3 6 2 3 6
_ —3)3 In2 In5 In2 _ (x—3)3 Inb
:116@7_777:1167 =2
(xllgon x2.(x+3)) > T3 n(xir?o 2 (x+3)) 3
3
.6 (1—§) Inb Inb In5 Inb
—In|1 VA T N e L
R el HERR N
Inb

Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa jest zbiezna i ma wartoscé =3

U (1) (2n=1)-(2n+1)
454. Udowodnié zb '
owodnic zbieznosc szeregu nZ:jl (3n—1)-(3n+2)-(3n+5)

Rozwigzanie:
Aby udowodnié¢ zbieznos¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium
Leibniza o szeregach naprzemiennych.

W tym celu musimy zweryfikowaé prawdziwo$¢ trzech zalozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.
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2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:

B S R o L o R
= (3n—1)-(3n+2)-(3n+5) n*oo(g_l)_<3+%>.<3+%> 3.3.3

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié¢, powinnismy wykazaé, ze
dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
(2n—1)-(2n+1) - (2n+1)-(2n+3)
(3n—1)-(3n+2)-(3n+5)~ (3n+2)-(3n+5)-(3n+8)’
co kolejno jest réwnowazne nieréwnos$ciom
2n—1 S 2n+3
3n—1" 3n+8’
(2n—1)-(3n+8) > (2n+3)-(3n—1),
6n*+13n—8>6n"+7n—3,

6n =5,

skad wynika, ze dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.

3
455. Obliczy¢ wartosé catki oznaczonej /15x-\/x—|—1 dx podajac wynik w postaci
0

liczby catkowitej.

Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie
t=vx+1, r=t—1
i formalnie
dx =2t dt.

Ponadto =0 odpowiada t =1, a x =3 odpowiada t =2, przy czym zaleznos¢ t od x jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [0, 3] odpowiada przedziatowi
tell, 2].

Otrzymujemy

3 ’
/1595 Vitlde= /15 £2—1)-¢-2t dt =30- /t4 2dt=30-| - —— -
58
32-1 8—1
:3O~<5—3>:6~31—1O~7:186—7O:116.

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma Wartos'é 116.

456. Obliczy¢ catke nieoznaczong / R
-z
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Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
I 1 A B D
w3—22 (z—1)-22 -1 z
1:A-x2+B~(x—1)+D-(x—1)-x
1=Az*4+ Bz — B+ Dz*— Dz,
0 = A+D
0 = B-D
1 = -8B,
skad B=—-1,D=-11iA=1. W konsekwencji
1
/$3_$2—/$ 1—ﬁ——d:n—ln|$—1|+5—ln|x|—|—0.

457. Wyznaczy¢ taka liczbe naturalng n, ze krzywa o réwnaniu y = 2" dzieli zbiér
{(x,y): zel0,1] A x5<y<x}
na dwa obszary o rownych polach.

Rozwigzanie:
Warunki zadania beda spetnione, jezeli
1

1
/x—x"dx:/x”—x5d:v,
0 0

co mozemy przepisaé kolejno jako

1 1
(.’ﬂQ xn+1 _ xn—O—l .276
2 n+l ~\n+1 6 ’
=0 x=0

11 1 1
2 n+l n+l 6’
11 2
276 n+l’
2 2
3 n+l’
3=n+1,
n=2

Odpowiedz: Warunki zadania sa spetnione przez liczbe n=2.
458. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
© (2n)! -z

>

n=1

(6)

nl-nn

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (6) traktowanego jako szereg liczbowy
z parametrem x # 0.

Lista 11R (rozwigzania zadari) - 60 - Strony 48-68



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2017/18

Otrzymujemy

(2n+2)!- 2 t2 ~nln
(n+1D!- (n4+1)+1 (2n)!- 22"
~ (2n+1)-2n+2)-|z|*
(1) (=) (1)

: 2 2
2-2n+1) =z A

S ("Tﬂyl e’

Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
2

wyrazéw szeregu (6) réwnej 4- —.
e

2
Jezeli 4- 7 < 1, czyli |z| < \éé7 to szereg (6) jest zbiezny.

Jezeli zas 4- — > 1, czyli |z| > BR to szereg (6) jest rozbiezny.
e

Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (6) jest rowny

S el

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci 5

0 ) (1) (n+2
459. Udowodnié zbieznos¢ szeregu »_ (3n—|—§) (3’;7114()” (gn)—i—(;; +(37)1+10).

n=1

Rozwigzanie:
Aby udowodnié¢ zbieznos¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium

Leibniza o szeregach naprzemiennych.
W tym celu musimy zweryfikowaé¢ prawdziwos¢ trzech zatozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest zbiezny do zera.

Sprawdzamy to nastepujaco:
n-(n+1)-(n+2) B

M (34 1) - (3n+4)- (3n+7) - (Bn £ 10)
. 1 (1+21)-(1+2). L _ 1110
Tl (3+1)-(3+4).(3+1)-(3+2) 3:3.3.3

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié, powinnismy wykazac, ze

dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
n-(n+1)-(n+2) (n+1)-(n+2)-(n+3)

(3n+1)-(3n+4)-(3n+7)-(3n+10) ~ (3n+4)-(3n+7)-(3n+10)-(3n+13)’
Strony 48-68
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co kolejno jest réwnowazne nieréwnosciom
n S n+3 7
3n+1" 3n+13
n-(3n+13) > (n+3)-(3n+1),

3n?+13n>3n%+10n+3,
n=3,

n=1,

skad wynika, ze dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.

460. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
o0 <2:> S(2n)!- 2t

Z nl-nn

n=1

(7)

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (7) traktowanego jako szereg liczbowy
z parametrem x # 0.

Otrzymujemy

(2:++12> . (2n+ 2)| . pintd n-n

(n+1)!-(n+1)"+ ( ) (2n)!- z4n
_CiY) entn)-@nt2)faft

G r-()" (k)
2-(2n+1) 2-(2n+1) 2t xt

T n+l | n+l .(Lﬂ>”_>16.;'

n

Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
x
wyrazow szeregu (7) réwnej 16- —.
e
x? Ye
Jezeli 16- — < 1, czyli |z| < \é_, to szereg (7) jest zbiezny.
e
Jezeli zas 16- — > 1, czyli |z| > DR to szereg (7) jest rozbiezny.
e
4
e
Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (7) jest rowny 5
Ve
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci 5

dx
461. Obliczy¢ warto$é calki oznaczonej / . Zapisa¢ wynik w postaci Inw,

J 2% +322 + 21
gdzie w jest liczba wymierna.
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Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
1 1 A B C

= —+—+—F,
34322422 z-(x+1)-(z4+2) =z z4+1 x+2
1=A-(z+1)-(z+2)+B-z-(x+2)+C-z-(z+1). (8)
W tym miejscu mozna wymnozy¢ iloczyny po prawej stronie réwnosci (8), a nastepnie
porownujac wspotezynniki wystepujace po obu jej stronach uzyskaé¢ uktad trzech réwnan
liniowych z trzema niewiadomymi A, B, C.
My jednak wybierzemy inna droge, a mianowicie podstawimy w réwnosci (8) kolejno
r=0, r=—1, r=—2 otrzymujac odpowiednio

1=2A, skad A=-—,
1=—B, skad B=-1,

N | —

1
1=2C, skad C’:i.
Wobec tego
6 6 6
dx 1/2 1 1/2 In|z| In|z 42|
—_— = = dr = —1 1+ — =
1/9c3+3x2+23: 1/ T x+1+x+2 v 2 nlz+ 1]+ 2 "
In6 In8 Inl In3 In2 In3 3-In2 In3

:3-1n2—1n7:ln8—1n7:1n§.

Odpowiedz: Podana catka ma wartos¢ lni.

7
462. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej / dx podajac wynik w postaci liczby
0

4x
J(z+1)2
catkowitej.

Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie

t=<3r+1, r=t>—1

i formalnie
dx = 3t% dt.

Ponadto £ =0 odpowiada t=1, a z =7 odpowiada ¢t =2, przy czym zaleznos$¢ ¢t od z jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [0, 7] odpowiada przedziatowi
2
1 t
3dt=12- [P —1dt=12-| ——t

tell, 2].
" 4o )
0/,3/(x+1)2 dm_l/ 2 t:1>_

Otrzymujemy
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16—1 15 4 11
_12-(4—(2—1)> _12-<4—4> =12. - =33.

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartos¢ 33.

2w
463. Obliczy¢ wartosé catki oznaczonej / xrcosxdx. Pamieta¢ o uproszczeniu wyniku.
0

Rozwigzanie:
Sposdb I: (rzemieslniczy)
Wykonujemy catkowanie przez czesci:

2m 2 2 2
/:Ucosxdx:x-sinx —/sinxd:v:O—O—/sinxdx:O,
0 =0 0 0

gdyz catka z sinusa po pelnym okresie jest réwna 0.

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartosé 0.

Sposob II: (pomystowy)
Wykonujac podstawienie x =t 4+, czyli t =x — 7, otrzymujemy:

27 T s s us
/xcosxdw: /(t+7r)cos(t+7r) dtz—/(t+7T)COStdt=—/tCOStdt—Tf‘/COStdt.
0 -7 -7 -7 -7

Dla zakonczenia rozwiazania wystarczy zauwazy¢, ze catka / tcost dt jest rowna 0 jako

—Tr
T

catka z funkcji nieparzystej po przedziale symetrycznym wzgledem zera, a catka / costdt

jest rowna 0 jako catka z cosinusa po pelnym okresie.

2
dx
464. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej / — 5 - Pamigta¢ o uproszczeniu wy-
0T —2r42
niku.
Rozwigzanie:

Przeksztatcamy mianownik funkcji podcatkowe;j
2

/ dx B /2 dx / dx

2_ — ) 2 - 12 ’
) =2w+2 Ja?-2z+1+1 J (z—1)>+1
a nastepnie wykonujemy podstawienie
t=x—1, r=t+1

2

1 formalnie

dr =dt.

Ponadto =0 odpowiada t =—1, a x =2 odpowiada t=1, przy czym zaleznos¢ t od x jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [0, 2] odpowiada przedziatowi
tel-1,1].
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Otrzymujemy

2 1 1

dx dt tot
ka—m2+1 /€1+1 s

. d Y 7.‘-
Odpowiedz: Podana caltka oznaczona ma wartos$é 5

) :arctgl—arctg(—l):%—%:g,

t=—1

x
465. Obliczy¢ wartosé¢ catki niewtasciwej / o lub wykazac, ze calka ta jest roz-
2+

biezna.
Rozwigzanie:
Rozktadajac funkcje podcatkowa na sume utamkow prostych otrzymujemy:

/Q:U = /—— dxr =In|z| —In|z+1| —1In| "~ ‘ =
T A :E-(x—l—l r+1 - r+1
1
= lim In ‘—ln:ln lim ‘+ln2:ln|1\—|—ln2:ln2.
=041 2 =0 41

Odpowiedz: Podana caltka niewlasciwa jest zbiezna i ma warto$é In2.

1
xdx
466. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej / — 5 5 - Pamigta¢ o uproszczeniu wy-
5 7= 20 +2
niku.
Rozwigzanie:

Przeksztatcamy mianownik funkcji podcatkowe;j
1

/ rdr ; rdr /1 rdr

2_ — ) 2 - 12 g
) =242 Ja?-2z+1+1 J (z—-1)>+1
a nastepnie wykonujemy podstawienie

t=z—1, r=t+1

1 formalnie

dx =dt.

Ponadto =0 odpowiada t=—1, a x=1 odpowiada t =0, przy czym zaleznos¢ t od x jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [0, 1] odpowiada przedziatowi
€[-1,0].
Otrzymujemy
1

d C(t+1)dt  potdt 7 dt
/ e 4ﬁ+1:4ﬁ+1+4ﬁ+1:

0
(241 "
= (n ) + (arctgt ) =
t=—1 t=—1

2
lnl In2 + arcte0 tg(=1) =0 In2 40 —-T
5 5 arctg0 — arctg = 5 1=
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~ In2 . s
2 4
In2 7
Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartosé 5 + 1
467. Obliczy¢ catke nieoznaczong / e** .sin3x dx .
Rozwigzanie:
Oznaczamy dana catke przez I(x) i catkujemy dwukrotnie przez czesci:
2z 2z 2z 3 3
I(z) :/62‘7” -sin3z dx = % -sin3x—/% -3cos3xdr = % 3 e**-cos3x dx =
2z | o3 3 3 2z 2
= es% —5" ((32 ~cos3:c—/ % -(—3sin3x) dx) =
e*”-sin3x  3-e*-cos3x 9 o, e’ -sin3x  3-e**-cos3zr 9
— _ _Z. L — — N
5 1 1] sin3x dr = 5 1 1 (x),

co prowadzi do
4-1(z)=2-*-sin3x—3-e* -cos3x—9-1(z),

skad
I(r)= 2.e2%.sin3x —3-e* - cos 3z LC
13
e T
468. Udowodni¢ zbieznos¢ catki niewtasciwe;j / SR
e
Rozwigzanie:

Dzielac przedziat catkowania otrzymujemy
T 2™ dw B Fatde T amda
0/:1:5+354 _0/935+:B4 +1/ rd 4t
Wykazemy, ze kazda z dwodch catek wystepujacych w powyzszej sumie jest zbiezna.

W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryte-
rium poréwnawczego dla calek niewtasciwych.

Otrzymujemy
oo da Fatdr |
0/ x5 +x4 s 0+at o/
bo4—m<1.
Podobnie
70 x™ dx <7°x”dx _ T dx c oo
Joad+at ) ab4+0  J adT ’
bob—m>1.
469. Wyznaczy¢ promien zbieznodci szeregu potegowego
g

>

9)
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Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium Cauchy’ego do szeregu (9) traktowanego jako szereg liczbowy z pa-
rametrem x.

Otrzymujemy
nn? . gn?

(n!)"
Nastepnie stosujemy kryterium d’Alemberta do ciagu (b,,):
bosr _ (D)™l ()" (n4 1) Jaf 1y
= . = =|1+—| ‘|| —e-|x].
by, (n+1)! nn-|x|n n+1 n
Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
wyrazéw ciagu (b,) réwnej e-|z|.

I

=b,.

n!

Jezeli e-|x| <1, czyli |z| < i, to ciag (by,) jest zbiezny do 0< 1, a w konsekwencji szereg
(9) jest zbiezny.

Jezeli zas e-|x|>1, czyli |x| > i, to ciag (b, ) jest rozbiezny do 400> 1, a w konsekwencji
szereg (9) jest rozbiezny.

Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (9) jest réwny e

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci —.
e

470. Obliczy¢ warto$¢ granicy (ciagu)

I ( L R . )
n—oo\nd4+1 n34+8 n3427 n3+ k3 n3+8n?
Rozwigzanie:
Przeksztatcenie danej w zadaniu granicy prowadzi do

2
2n k? 1 2n <E> (1 2n k )
lim =lim [~ 22— |=1lm |- ) f <> ,

$2

Poniewaz uzyskana granica jest granica ciagu sum Riemanna dla funkcji cigglej f na
przedziale [0, 2] odpowiadajacych podzialom tego przedziatu na 2n przedziatéw dlugosei
1/n, mozemy zapisa¢ jej warto$¢ w postaci podanej nizej catki oznaczonej. Korzystajac
ze wzoru

gdzie

g@) .
/QWVM—HM>HC

obliczamy wartos¢ tej catki:
2

= 7:7-ln)x3+1‘ %

/QxQd:L’_l 231:2(11; 1
»+1 3 J 3413

1
_0: g-(ln9—ln1) =

0
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2In3
Odpowiedz: Podana granica ma wartosé¢ —3
00 Sin2017n2016
471. Udowodni¢ zbiezno$¢ szeregu 7;1 PR
Rozwigzanie:
Skorzystamy z kryterium zbiezno$ci bezwzglednej oraz z kryterium poréwnawczego:
00 |«i2017 2016 00 ‘ : 12017 2016‘ 0o 0o .
sin“’ ' n ST n 1 1 1
= T =y 1L < =
nz::l n2/3 +n3/2 nz::l n2/3 + 132 \nz::lnz/g_,_n:a/z nZ::l()—l—n?’/z nz=:1 n3/2 <+o0,
bo 3/2> 1.

D x (=1)"-(Tn—6)-(Tn+1)
472. Udowodnié zb '
owodnic zpileznosc szeregu ngl (571—4) . (5n+ 1) . (5n+6)

Rozwigzanie:
Aby udowodnié¢ zbieznos¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium
Leibniza o szeregach naprzemiennych.

W tym celu musimy zweryfikowaé prawdziwos$é trzech zatozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Cigg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:

, (Tn—6)-(Tn+1) _ (7-8)-(741)-2

lim = lim = =
n—= (5n—4)-(bn+1)-(bn+6) n—o° (5_é> . (54_%) . <5+%> 5.5.5

n

0.

3° Ciagg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodni¢, powinnismy wykazaé, ze
dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnos¢
(Tn—6)-(Tn+1) < (Tn+1)-(Tn+38)
(5n—4)-(5n+1)-(5n+6) ~ (5n+1)-(5n+6)-(5n+11)’
co kolejno jest réwnowazne nieréwnosciom
™m—6 < m+8
5n—4" 5n+11’
(Tn—6)-(5bn+11) > (Tn+8)-(5n—4),
3512 +77n—30n— 66 > 35n* —28n+40n — 32,
35n% +47n—66 > 35n? 4+ 12n— 32,

35n > 34,

=
>
>

skad wynika, ze dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tredci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.
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