Jarostaw Wréblewski Analiza Matematyczna 2 (LUX), lato 2017/18

641. Obliczy¢ catke nieoznaczong,
/x"- Vb +1dx
dla wybranej przez Ciebie liczby naturalnej n.
Rozwigzanie:
Przyjmiemy n =4 i wykonamy podstawienie
t=vari+1 ,
czyli
t'=a"+1
oraz formalnie
7% dt = 5at du .

Otrzymujemy
4 7 6 7 7 ts 7- t8
/ NVt +ldr=—- /\/3:5 Satdr == /t T dt= - /t dt—— —+C—K+C—

:470-<x5+1)8/7+0.

642. Wyrazi¢ catke nieoznaczong
L,(x) :/x"‘sin\/idx
za pomoca I, (z).

Rozwigzanie:
Przyjecie we wzorach

/f -sin f(z) de = —cos f(z)+C

oraz

/f -cos f(x) dr =sin f(x)+C
funkeji f(x) =+/z prowadzi odpowiednio do

/Sm\/_dx——cos\/f—l—C

oraz

/COS\/_dx—sin\/E—i—C.

W oparciu o powyzsze wzory wykonujemy dwukrotnie catkowanie przez czesci (roz-
niczkujac pierwszy czynnik i catkujac drugi):

]n(x):/x”-sinﬁdx:2-/x”+1/2-SIQH\)/Ede:

:2~:c”“/2-(—cos\/§>— /(n—l—;) n-1/2, ( cos\/E) dr =

:—2-:r”+1/2-cos\/§+(2n—|—1)-/xn_l/2-cos\/§d9§:
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:_2 n+1/2_ 2 2 1 . n COS\/_
T cosyvx+2-(2n+ )/ 2\/_

:—2-x"+1/2~cos\/E—I-Q-(2n+1)-x”-sin\/5—2-(2n—|—1)-/n " siny/z dr =

= —2.2"2 . cos /T 4+2-(2n+1) 2" -siny/z —2n- (2n+1)-I,_1(z).
Odpowiedz:

L(x)=—2-2""2 . cos\/z+2-(2n+1)-2"

siny/z —2n-(2n+1)- I, (x) =
=—2.2"\/z-cosy/T+2-(2n+1)-2"

siny/z—2n-(2n+1)-1, ().
643. Obliczy¢ calke nieoznaczong

Rozwigzanie:

Przepisujemy dang Calk(g w postaci

/2P +2m4—|—x3

/ x5+2x4+x3 / \/m / \/Tl)

i wykonujemy podstawienie

= 5/ L + ].
— —
czyli
1
t=1+=,
T
Pt
T
oraz formalnie g
5ttdt = — =
T

Otrzymujemy

d 1 —d 1 5-t
/m/éw:_/ﬁ/m?' = gstta=s [l ==t C

Odpowiedz:

/ dx 5 <x+1>3/5+0
o2t 3 3 x '
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644. W kazdym z zadan 644.1-644.13 podaj w postaci uproszczonej wartosc
catki oznaczonej.

1 1
v
644.1. /:c3~\/1—:c2dx:0 644.2. /\/1—x2dx:5
—1 -1
V2 1 -
644.3. /)Vl—ﬁdx:w 64&4.(/V2—x1ﬂﬂdx:§—
—V2 -1
1 1 T
644.5. /Lﬂdle 644.6. /vQ—xQMﬁ:§+J
-1 -1
2 V2
644.7. /\/4—x2¢c:2n- 644.8. /'M4—x2dr:7r+2
! 27 v3 47
644.9. / ¢4——x2dx::44f%—V4§ 644.10. /’\/4-x2dx::447—%\/§
S 3 e 3
2 ™ @ 971
644.11. /\/293—:52 dv = 644.12. /\/Gx—xQ dr="-
0 0
L v
644.13. /\/x—x2 dr =
0
1/13 g 42
645. Obliczy¢ wartosé catki niewlasciwej / L —dx.
iy o ] ) (x+2)2
Zapisa¢ wynik jako liczbe wymierna. —1

Rozwigzanie:
Funkcja podcatkowa ma osobliwos¢ w punkcie 0, podzielimy wiec przedziat catkowania
na dwa przedzialy, a w kazdej z tak otrzymanych catek wykonamy podstawienie t= \3/9”1"E ,
ktore prowadzi do nastepujacych obliczen:

2 2dx 1 T 1\2 r \? 2dx
B=1+=, 3Pdt=—"—1-,6 —=—"— — -3t2dt——<> =
+a:’ 227t 427 <t3> r+2 22’
3dt_ 2dx 3dt_ dx
T (242)2’ 2.t (242)2’

1 2 2
—€(-00,-1) & —-€(-0,-2) & 1+—-€(-0,-1) &
x T T

& tte(~o00,—1) & te(—o0, —1),

re(—-1,0) <

cfo,l) o lecason) o 2c@600) & 142c(27 %) ©
v " 13 x » 0 x » %0 x » 0

& tPe(27,0) & te(3,00),
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L _dr= L —dr+ L —dr=
| (@+2)? /o (z+2)? ) (z+2)?
0 1/13 —oc0 3
:/3x+2‘ dx +/ 3x+2_ dx :/'_3tdt Stdt_ Sdt Sdt:
Sz (42?0 v (x+2)2 S 2.4t ) 2.4 2t3 J 2-t3
-1 )
3 n 3 3 Tt 3 _ 3 n 3
= - - == m m——-4—— =
4-12 — 412 s 4-(—1)2 500 412 (o0 4.2 4-(3)?
3 2
=—4+04+0+—==—-.
4—|- +0+ 2 3

Odpowiedz: Podana catka ma warto$¢ —2/3.

646. Dane 3, { takie ciagi (a,), (b,) i (¢,) o wyrazach rzeczywistych dodatnich, ze
Z a = Z b= Z & =1.

Dowieé¢, ze Z anbnc, < 1.
n=1

Rozwigzanie:
Z nier6wnosci miedzy érednig geometryczng i arytmetyczng liczb a2, a
otrzymujemy

2 2 13 13 ; 6
a., by, b ic

n’

az+a®+a?+b3+b3+c8

602 .02 a2 b3 -b3 - 6
\/an az-a?-b3-03-ct <

6 )
czyli
by < g Uy o
ApbpCn < — 4+ 2+ 2.
S 2 36
Stad
[e%9) 00 a2 b3 C6 1 > e} 1 1 1
nbn n < - b3 =4+ -1+ _=1 7
nzzjla c\n;<2+3+ ) 2223 X_j 671210" 5t3T5
co konczy rozwigzanie zadania.
647. Obliczy¢ sume szeregu
i(—l)mrl 11_|_1 1+1 1+1 1+1 1+1 1+1
= n? 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144 169
> 1 2
Wolno skorzystaé¢ bez dowodu z réwnosci » | — = %
n:ln
Rozwigzanie:

Poniewaz dany szereg jest bezwzglednie zbiezny, mozemy beztrosko zmieniaé¢ kolejnosé
jego wyrazéw, a nawet rozdziela¢ go na sume dwoch szeregéw. W konsekwencji otrzy-
mujemy

n=1 n? B n=1 27’L 1 n:l n:l 27’L 1 n=1 n=1 2n)2_
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> 1 1 =1 > 1 1 & 1 > 1 1 72 72
,;n 42T =2 22 2 ~=n? 2 6 12
00 (_1n+1 ’/T2

Odpowiedz: Suma szeregu »  ~——5—
n

jest réwna —.
— 12

648 Dane sa takle ciagi (an) (bn), (cn) 1 (dn) o wyrazach rzeczywistych dodatnich,

ze Za —Zb4 ch—Zdu—l
n=1

n=1

OO
Dowiesé, ze > apbycnd, < 1.

n=1
Rozwigzanie:
V/ nieréwnos’ci miedzy érednig geometryczna i arytmetyczng liczb a2, a2, a2, a2, a2, a2,
brood bt 881 dl? otrzymujemy
1\2/a2 ca2-a2-a2-a2-a2-bA b bt 6.6 12K
 Ont O+ +ap +ag +ap 0, +b, + b, + 0+ 0, +d,
h 12 ’
czyli
b d <ai+bfb+c§l+d}f
Apn,0nCnln, o e A qo
T2 406 12
Stad
i bpCnd <§( 3+bi+cg+d312) ! i 2, ! §b4+1 > + Zd”
An0pCpan - T T TS =35 a, = n T & Ch,
= Sam\2 T4 6 12) 27 3 6T
] + = + ! + L_ 1
2 4 6 12
co konczy rozwigzanie zadania.
649. Obliczy¢ caltke nieoznaczong
/:17”- VaT+1dx
dla wybranej przez Ciebie liczby naturalnej n.
Rozwigzanie:
Przyjmiemy n =6 i wykonamy podstawienie
t= NVaT+1,
czyli
th=2"+1
oraz formalnie
11t dt =72%dz .
Otrzymujemy
1 1 11 11 12
/x6- 1\1/x7+1dx:f/ 1\1/x7+1-7x6dx:7/15~112510d15:—/t11 dt=— - —+C=
7 7 7 7 12
11-¢12 11 12/11
= +0=—"-(x"+1 +C.
84 84 ( )
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650. Funkcja f: (1, +00) — R jest okreslona wzorem

fz)= / (logyt — 3)'7 dt .
1
Wyznaczy¢ punkt, w ktorym f osigga najmniejsza wartosc.
Rozwigzanie:
Poniewaz f(x)=(logyz —3)*"", mamy f'(x)<0 dlaze(1,8) oraz f'(z)>0 dla 2>8. Stad
wniosek, ze funkcja f jest malejaca w przedziale (1, 8) i rosnaca w przedziale (8, +00),
a zatem osigga najmniejsza wartos¢ w punkcie 8.

Odpowiedz: Dana w zadaniu funkcja osiaga najmniejsza wartos¢ w punkcie 8.

651. Dany jest szereg funkcyjny > f, o sumie F, gdzie funkcje f, sa dane wzorami
n=1
sin2"x
fal@) =355

Wyznaczy¢ najwieksza liczbe naturalng m, dla ktérej prawdziwe jest nastepujace zda-
nie: Funkcja F' jest m-krotnie réZniczkowalna a ponadto dla kazdej liczby catkowitej

dodatniej k <m zachodzi réwnosé F* Z f

Rozwigzanie:
Wykazemy, ze m =8.
Dla liczb catkowitych nieujemnych k <8 otrzymujemy
_ 2Fn . jakidsinus 2"z
B 333" ’
gdzie f(© = f, a ”jaki$sinus” oznacza jedna z funkcji +sin, 4 cos. Zatem

S > [ 2F 256
ZHf =% 333n:;<333) \Z<333> <o

n=

skad wynika jednostajna zbieznos¢ szeregdéw funkcyjnych Z fék), a w konsekwencji moz-
n=1
liwo$¢ 8-krotnego rézniczkowania danego w zadaniu szeregu funkcyjnego wyraz za wy-

razem.

Ponadto S S\
f ()= SIS T _(222) osony
333" 333

512 s
co dla x =0 daje szereg rozbiezny Z (333) Zatem szereg funkcyjny > f7§9) nie jest
n=1

zbiezny (nawet punktowo), co dowodm ze liczba m =9 nie spetnia warunkéw zadania.

W rozwiazaniu wykorzystali$émy zbieznos¢ szeregu geometrycznego o ilorazie 256/333
bezwzglednie mniejszym od 1 i rozbieznosé szeregu geometrycznego o ilorazie 512/333
wiekszym od 1.
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652. Dowies¢, ze jezeli szereg % a, o wyrazach dodatnich jest zbiezny, to szereg
1

n=
5 o
n=1 n

tez jest zbiezny.

Rozwigzanie:
7 nieréwnosci miedzy Srednig geometryczng i arytmetyczng otrzymujemy
I ant+5
- — < n n2 ’
n? 2
czyli
Ja, an 1
vy
no 2n?
Poniewaz wiemy, ze
> 1
Z — < +00 s
n=1T
a z zalozen zadania .
> an, <+oo,
n=1

dostajemy nieréwnosci

> S (San) =5 Dty X < oo
n=1

n n=1
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