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T dx
242. Obliczy¢ warto$¢ catki niewtadciwej / 1 lub wykazac¢, ze catka ta jest roz-
72—
3

biezna.
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
I 1 A n B
22—1 (z—1)-(x+1) 2—-1 z+1’
l1=A-(z+1)+B-(x—1),
l=Az+A+Bx—B,
0 = A+B
1 = A-B
Bez trudu otrzymujemy A=1/21 B=—1/2.
Wobec tego
7dx :71/2_ 1/2 d$:1.7’ L S U1 I R B
J x?—1 J rx—1 x+1 2 J r—1 x+1 2 2
=3

. (Injlx—1| In|z+1] In2 Ind 1 . z—1\ —In2+42-In2
= lim 5 —+:<-hmln n )—l— =

) 2 2 T T\ e 2
_(1 I 1i $—1)+ln2_1 ) 1+lr12_ln2
2R L) Ty T Ty Ty

In2
Odpowiedz: Podana catka niewltasciwa jest zbiezna i ma wartosé -

71 71

/ dx, / dx
r—1 r+1

3 3

. In|z—1| . In|z+1]
lim ————, lim ————

T—00 2 T—00

Uwaga: Calki

sg rozbiezne, a granice

sg nieskonczone, nie moga sie¢ wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej
do nieoznaczonosci oo — 0o.

Odpowiednie poradzenie sobie z przej$Sciem granicznym jest kluczowa cze-
$cig zadania. Bez tego elementu, nawet przy poprawnym wyniku liczbowym,
zadanie nie moze zosta¢ uznane za rozwigzane.
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243. Obliczy¢ wartos¢ catki niewlasciwej / dxr lub wykazac¢, ze catka ta jest

xt—1
rozbiezna.
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkows na sume utamkéw prostych:
x x A B Cx+D

)

o1 (x—1)-(z+1)-(x24+1) :$—1+x+1+ x2+1
r=A-(z+1)-(2?+1)+ B-(z—1)- (22 +1) +(Cz+ D) (2 1),
r=Ar*+ Az’ + Az + A+ Ba® — Ba*+ Bx— B+Cx®* —Cx+Da*— D,

0 = A+B+C
0 = A-B+D
1 = A+B-C
0 = A-B-D

Konfrontacja réwnan drugiego i czwartego daje D =0, natomiast odjecie stronami row-
nan pierwszego i trzeciego prowadzi do C'= —1/2. Uwzglednienie tych wartosci pozosta-
wia réwnania

1/2 = A+B
0 = A-B

Stad tatwo otrzymujemy A= B=1/4.

Wobec tego
T oz T1/4 14 x/2 1 71 1 2
d :/ - dr =~ - - di =
2/:54—1 “7) -1 o+l 21771 / -1 211 2™
_ln|x—1|+ln|x+1| In(z?+1)
4 4 4 B
r=2
[y ln]x—1|+ln|a:+1] In(z2+1) 1n71_1ni3+1n75_
BACE I 1 1 141
1. (x—1)-(x+1)\ In5—In3
:<4'zlggoln 22+ 1 - 1
1 . (z=1)-(z+1) In5—In3 1 In5—In3  In5—1In3
=(>-Inl ~.Inl = .
(4 B 1
ln5—ln3

Odpowiedz: Podana catka niewltasciwa jest zbiezna i ma wartosé 1

Uwaga 1: Calki

1 71 T o

) da /7d
/x—l . /x+1 v 2+1 v
2 2 2
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sg rozbiezne, a granice

1 1
lim lim M, lim

Tr—00 r—00 r—00

In|z—1| In(2?+1)
sg nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej
do nieoznaczonosci 0o — 0o.

Uwaga 2: Wykonanie w wyjéciowej calce podstawienia t=ax? prowadzi do calki
z funkcji wymiernej o mianowniku stopnia 2 zamiast 4.

Tt dx
244. Udowodni¢ zbieznosé catki niewtasciwej / —_—
) wttad
Rozwigzanie:
Dzielac przedziat catkowania otrzymujemy
1

7medx _/ x¢dx +7 x¢dx
) x4—|—:c3_0 xt a3 / zi43
Wykazemy, ze kazda z dwoéch catek wystepujacych w powyzszej sumie jest zbiezna.

W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryte-
rium poréwnawczego dla calek niewtasciwych.

Otrzymujemy
/ € dx / € dx f
O/a:4+x3 0+a3 0/
bo3—e<1.
Podobnie - - -
/xed:c </azedx: dx c oo
/ xt+ 23 / 440 / xi-e ’
bo 4—e>1.

T de
245. Obliczy¢ warto$¢ calki niewtasciwej / £ lub wykazac¢, ze calka ta jest roz-
+x

biezna.
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéow prostych:
I 1 _Ax+B C
Bz (2+1)-2 2241
l1=(Az+B)-z+C- (:c2—|—1) ,

1=A2*+ Bz +C2*+C,
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0 = A+C
0 = B
1 =0
Stad otrzymujemy A= —1.
Wobec tego
T dx Tz 1 In(z2+1) -
= [ Zdr = 1 _
/:1:3—1—:6 / x2+1+x o 2 +1njz]
7 7 x=T7
2 2
=i (=D ) ) 0 iy o0 17—
G 2 AR 1) T
1 In50 In50 In50
:(lngirlgo\/;)+ n2 —ln7—1n1+n7—ln7—n7—ln7

ns0
Odpowiedz: Dana w zadaniu calka jest zbiezna i ma wartos¢ — —In7.

T 2™ dx
246. Udowodni¢ zbieznosé¢ catki niewtadciwej / —_—
! ) Vad+ad
Rozwigzanie:
Dzielac przedzial catkowania otrzymujemy

2" dx 2" dx T o2 dr
,/x9+x8 ,/:L.9+l.8 ,/xg_,_xs'
Wykazemy, ze kazda z dwoch calek Wystgpujz%cych W powyzszej sumie jest zbiezna.

W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryte-
rium poréwnawczego dla calek niewtasciwych.

Otrzymujemy
/1 ™ dx /1 ™ dx / dx -t
= [0.@) s
J Va4 a8 J VO+ 28 A=
bo4—7m < 1.
Podobnie -
/ " dx ™ dx dx -
o0,
/ Vaf +a:8 Vad+ ghoT
bo 4,5—7>1.
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