Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2018/19

Egzamin, 1.02.2019, godz. 9:00-13:20

Zadanie 1 1. (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

233.n<2n+238'

Rozwigzanie:
Dowdd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.

Przypadek pierwszy: n < 32.
Dla n < 32 zachodza nieréwnosci
233.,<233.32=233.20=9% < on 4 9%
skad wynika prawdziwosé nieréwnosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 33.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =33 poréwnujemy lewsq i prawa strone nieréwnosci danej w tresci zadania:
L=2%.33,
P=2%49%_-933,95.933_933439.933_-33.9%

skad L=P.

2° Niech n > 33 bedzie taka liczbg naturalna, ze

2%.n < 2" 4-2%.
W celu przeprowadzenia zasadniczej cze$ci dowodu indukcyjnego chcemy wykazaé, ze
z powyzszej nierownosci wynika nieréwnoscé
23 (n4+1) < 2" +2%

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego
oraz z nieré6wnosci n > 33 otrzymujemy

L=2%-(n+1)=2-n+2B <"+ 2% 428 2"+ 2% 4 2" =2""1 1 2% = P

co konczy dowod indukeyjny.
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Zadanie 1 2. (10 punktéw)
Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

L(l—i—x) dla 240
f(;g): 1—coszx
A dla =0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy

—In (14+h)
_ f(h—foy R4 I (14h)— A+ Acosh
! o — cos _
f<0)_fllll>]% h flng(lJ h flLlir(l) h—hcosh - (@)

Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

0 )
zastosowac regute de I’Hospitala.

) = 1 1—1J%h—Asinh 5
Al )_hlg(l)l—cosh—l—hsinh' (2)

Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz drugi zastosowaé

0
regute de I’'Hospitala.
L Acosh
(0) = lim L2 . 3
10) B0 2sinh+hcosh (3)
1-A

Przy h — 0 otrzymujemy iloraz ~~, co ma postac¢ nieoznaczona % dla A=1. Wowczas
mozemy po raz trzeci zastosowac regute de I’Hospitala.

——2-4sinh  _9

'(0) = lim U ==, 4
F1(0) hlgil)3(:osh—hsinh 3 (4)

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A =11 wéwczas f'(0) =—2/3.
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Zadanie 1 3. (10 punktéw)

Obliczy¢ granice

. Vn? N Vn2+7 N Vn?+14 N Vn?+21 N Vn?+28

im
(n+A)° (n+A°+1 (n+A°+2 (n+A)>+3 (n+A)°+4

Vn2 4Tk Jin+7)2=21 J(n+7)2-14 J(n+7)2-7 /(n+T7)2
2, et 2 + 2 + 2 + 2
(n+A)°"+k (n+B)"—3 (n+B)"-2  (n+B)"—1 (n+B)

dla tak dobranych liczb catkowitych A < B, aby zadanie mialo sens.

Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

JOTT? VT a9 JRP AT (204 7)

(n+B)*>  n?+2Bn+B> n2+2An+ A%+ (2(B—A)n+ B2 — A?)’

cata suma przybiera postac
NO /2 Tk
k=0 (TL+A)2—|—]€ 7

n—oo

()

gdzie
N(n)=2n+7=2(B—A)n+B*— A%, (6)

i w konsekwencji ma N (n)+1=2n-+8 sktadnikéw. Aby zadanie mialo sens, dla kazdego n
obie wartosci N (n) okreslone réwnaniami (6) musza by¢ réwne.

Aby prawa réwnosé (6) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspo6t-
czynniki po obu jej stronach muszag by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu
réwnan: 2 = 2.(B-A) 1 = B-A

{7 = B?-A? {7 = (B—A)-(B+A)
Dzielac stronami drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy 7= A+ B, co prowadzi
do A=31iB=4.

Przystepujac do rozwiazania wlasciwej czesci zadania szacujemy sume (5) obustronnie
mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikéw:

rsy. VT RO AT 0T
n — —_— n A
(n+42 & 3P +k (n+3)?
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +00.
Otrzymujemy N 2n+8)n 2+%

(2n+38)- =

(n+4)2  (n+4)2 (H%)Z 2

oraz
(nig) VOED? _@n+8)-(an) (245) (47)
. = — — .
(n+3)2 (n+3)? (H;)Q
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rOwna 2.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=3, B=4 i woéwczas dana w zadaniu granica
jest réwna 2.
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Zadanie 14 (10 punktéw)
Wyznaczy¢ wszystkie zbiezne szeregi geometryczne § a, o wyrazach dodatnich
n=1

spetiajace warunek
o0 o0
> a=Y a2=9.
n=1 n=1

Rozwigzanie:
o0
Niech ¢ bedzie ilorazem szeregu geometrycznego 3. a,. Wéwcezas dodatnios¢ wyrazow
n=1
i zbieznos¢ szeregu pociagaja nieréwnosci a; >0 oraz 0 <q<1, a wyrazy szeregu wyrazaja
sie wzorem a,, = a;¢"!. Ponadto ze wzoru na sume szeregu geometrycznego
> =
ap = .
n=1 1__q
Poniewaz wyrazy szeregu
oo
> a,
n=1
wyrazaja sie wzorem
2 _ 2 (,2\"1
a, =aj - (q ) ,
szereg ten jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie a? i ilorazie ¢*. Wobec

tego
af

o 2
Sai=
n=1 " 1__q2
Zatem warunki podane w tredci zadania przyjmuja postac
2

ay a
1—q 1—1q2 =9,
co po przeksztatceniu prowadzi do uktadu rownan
{ a = 9-(1—gq)
ai = 9-(1-q)-(1+q)
Podstawienie a; =9- (1 —¢q) do drugiego réwnania daje
81-(1-¢)*=9-(1—q)-(1+4q),
skad po uwzglednieniu g#1 i podzieleniu obustronnie przez 9-(1—¢q) otrzymujemy kolejno
9-9¢=q+1,
q=4/5, a;=9/5.

Odpowiedz: Jedynym szeregiem geometrycznym spetniajgcym warunki zadania jest
szereg
> Q. 4n71
5n

n=1
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Zadanie 19 . (10 punktéw)
Obliczy¢ granice
i
im
e (\/ nt+n— n2>k

dla tak dobranej wartosci parametru k, aby granica ta byta dodatnia i skoniczona.
Rozwigzanie:

Stosujac dwukrotnie (raz na poziomie licznika i raz na poziomie mianownika) wzér na réz-

nice kwadratow w postaci

a®—b?

=
@ a+b

otrzymujemy

n

I Vn12+n—nf : n Vattn+n2\"
11m = 11m .
" (VaTrn—n2)t TRVt

(\/1+n_3+1)k n=o°
n—=oo l4p-1T41 nk

oile k—5=0, czyli k=5.

Odpouwnedz: Dana w zadaniu granica ma wartos¢ 16 dla k=>5.
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Zadanie 1 0. (10 punktéw)

W kazdym z zadaii 16.1-16.5 podaj w postaci uproszczonej (np. liczby wymierne
muszg by¢ zapisane w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego) kresy zbioru
oraz napisz, czy kresy naleza do zbioru (napisz TAK albo NIE, ewentualnie T albo N).

Kres moze by¢ liczba rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +o0o = o0.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezbtednie (i w postaci uproszczonej) oba kresy
i poprawnie okreslisz ich przynaleznos¢ do zbioru, otrzymasz 2 punkty.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezblednie (i w postaci uproszczonej) oba kresy
i poprawnie okreslisz przynalezno$¢ jednego z nich do zbioru, otrzymasz 1 punkt.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezblednie oba kresy (ale co najmniej jeden
w postaci razaco nieuproszczonej) i poprawnie okreslisz ich przynalezno$¢ do zbioru,
otrzymasz 1 punkt.

Za pozostale zadania nie otrzymasz punktow.

N={1,2,3,4,5,...} oznacza zbiér liczb naturalnych (catkowitych dodatnich).

16.1. A:{@: m,neN A 4"2<2m2<8m"} Ocena .......
n
inf A=+2 supA=3
Czy kres dolny nalezy do zbioru A NIE Czy kres gorny nalezy do zbioru A TAK
16.2. B:{T: m.neN A 16" <2m2<4m"} Ocena ......
n
inf B=2 sup B=2
Czy kres dolny nalezy do zbioru B TAK Czy kres gérny nalezy do zbioru B TAK
16.3. C’:{m: m,neN A 81”2<3m2<11m”} Ocena .......
n
infC'=2 sup C =logz11
Czy kres dolny nalezy do zbioru C' TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru C' NIE
16.4. D:{T: m,neN A 8"2<2m2<5"m} Ocena ......
n
infD=+/3 sup D =1ogy5
Czy kres dolny nalezy do zbioru D NIE Czy kres gérny nalezy do zbioru D NIE
16.5. E:{T: m,neN A 32"2<2m2<3m"} Ocena .......
n
inf £'=+o00 sup £ = —o0

Czy kres dolny nalezy do zbioru £ NIE Cgzy kres gorny nalezy do zbioru £ NIE
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Zadanie 21 . (10 punktéw)

W zadaniach 21.1-21.10 funkcja fj, jest okreslona wzorem fi(z)=x"-In(1+z). W kaz-
dym z tych zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego
wartos¢ pochodnej wskazanego rzedu w zerze.

Za kazda poprawng odpowiedz otrzymasz 1 punkt.

21.1. f{'(0) =2

21.2. f"(0)=-3

21.3. f{V(0)=8

21.4. f”(0)=—30

21.5. f5'(0)=6

21.6. f"(0)=—12

21.7. £i”(0) =40

21.8. fiV(0) =24

21.9. £”(0) = —60

21.10. ff’)(O) =120
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Zadanic 22 (10 punktéw)

Obliczy¢ sume szeregu
1

2 (2 (i)

Rozwigzanie:
Rozktadamy wyrazenie pod znakiem sumy na utamki proste, czyli szukamy takich liczb

A, BiC, ze
1 A B C

n-(n+2)-(n+3) g+n+2+n+3'

(7)

Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez n-(n+2)-(n+3) otrzymujemy
1=A-(n+2)-(n+3)+B-n-(n+3)+C-n-(n+2).
Dla n =0 otrzymujemy A=1/6, dla n=—2 dostajemy B = —1/2, natomiast przyjecie
n=—3 daje C'=1/3. Mozna tez utozy¢ uktad réwnan na wspétczynniki i go rozwiazac.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie¢ wzorem

N 1 N(l/(j 1/2 +1/3>

SN:;n-(n—f—Q)-(n%—S) —\n n+2 n+3
_(ME_L2 U8 (1612 13, + L2 +20 )
<1/6 1/2 13) <1/6 1/2 1/3) (1/6 1/2 1/3> <1/6 1/2 1/3)

3 5 "6 )46 TT
/6 1/2  1/3 16 12 1/3\ (1/6 1/2  1/3\

"'+<N—2_N+N+1>+(N—1_N+1+N+2>+<N_N+2+N+3>_
L1616 13 16 16 13 5 1/6 /6  1/3

1 2 3 N+1 N+2 N+3 36 N+1 N+2 N+3’
co przy N dazacym do +oo zbiega do 5/36.

1 3 4 2 4 5 '3 5 4 6

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 5/36.
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Zadanie 23« (10 punktéw)
Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem f(z)=+/5x%+125. Dowies¢, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [—10, 10] zachodzi nier6wnosé

[f(@) = f)l <2z —y|.
Rozwigzanie:
Dla z =y dowodzona nier6wnos¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé
[f (@)= fWl=1f () lx—yl,
gdzie ¢ jest pewna liczba lezaca miedzy z i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x € [—10, 10] zachodzi nier6wnosé
()| <2. (8)
Bezposrednie wyliczenia polaczone z nier6wnoscia |z <10 prowadza (w nietrywialnym
przypadku z #0) do:
|f’(x)|:’ DT ‘: 5-|x| _ 5 < 5 _ 5 _ 5
VHz2+125]  /5a2+125 \/5—1—% \/5+125 V6,25 25

=2,

102
co konczy rozwigzanie zadania.
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Zadanic 24 . (10 punktéw)
Wyznaczy¢ taki wielomian piatego stopnia W (x) o wspdtezynnikach rzeczywistych,
ze funkcja f:R — R okreslona wzorem
-1 dla z<-1
flz)=¢ W(z) dla —-l<z<1
1 dla z>1
jest dwukrotnie rézniczkowalna.
Rozwigzanie:
Niech
W (z)=az’ +bz* +ca’ +da* +ex+g.

Aby funkcja f byta dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie —1, muszg zachodzi¢ wa-
runki

W(-1)=-1 oraz W' (-1)=W"(-1)=0. 9)
Dwukrotng rézniczkowalnosé funkeji f w jedynce otrzymamy pod warunkiem
wW(l)=1 oraz w'(1)=w"(1)=0, (10)
co wobec
W'(x) = 5az* 4+ 4bx® + 3ca® 4 2dx +e
oraz

W (z) = 20az® +12b2” 4 6¢x + 2d
prowadzi do uktadu réwnan
—a+b—c+d—e+g = -1
a+b+ct+d+e+g
5a—4b+3c—2d+e
ba+4b+3c+2d+e
—20a+12b—6¢c+2d =
20a+12b4+6¢+2d = 0
Dodanie stronami rownan pierwszego i drugiego, odjecie trzeciego i czwartego, dodanie
piatego i szbéstego daje po uproszczeniu

|
oo o

(11)

b+d+g = 0
2b+d = 0
6b+d =0

Stad tatwo otrzymujemy b=d=g=0. W konsekwencji uktad réwnan (11) po uproszczeniu
przyjmuje postac

at+c+e = 1
5a+3c+e = 0
10a+3¢c = 0

Rozwiazaniem tego uktadu jest a=3/8, c=—-5/4, e=15/8.
Odpowiedz: Wielomianem spetniajacym warunki zadania jest

32" —102°+ 15z

— 8 _

W (z)
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Zadanie 29« (10 punktéw)
Rozstrzygnac, ktora liczba jest wigksza:

arctg 3+arctg b+2-1n 4 czy In3+4+1In5+2-arctg 4.

Rozwigzanie:

Niech f bedzie funkcja okreslong wzorem f(x)=arctg x —In z. Wéowezas

1 1

/ P _

)= 2+1 x

oraz
() —2x 1 =223 +2'+ 222 +1 23 (z—-2)+at+ 222 +1
x)= = = ,

= 4 =
(z2+1)° 22 22 (22 +1)° 22 (22 +1)°

co na pewno jest dodatnie dla z>2. Wobec tego funkcja f jest Scisle wypukta w przedziale

(2, 4+00). Na mocy nieréwnosci Jensena otrzymujemy wiec

fB)+ /()

f(4)<f,

co jest rownowazne kolejnym nieréwnosciom:

2f(4)<f3)+f(5),
2arctg 4—2In 4 <arctg 3—1In 3+arctg 5—1n 5,

2arctg 441In 3+1n 5 < arctg 3+arctg 5+2In 4.

Odpowiedz:
arctg 3+arctg 5+2-1n 4 > In3+In5+2-arctg 4.
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Zadanie 20 . (10 punktéw)
Wyznaczy¢ zbior wszystkich liczb rzeczywistych x > 1 spetniajacych nieréwnosé

2> 2"
Rozwigzanie:
Dane w zadaniu réwnanie jest rownowazne réwnaniu

27>\,

Niech wigc f(z)=2'/*. Wéwezas
d me dnz 1 In
/ _ = _ Az =0 Az [ ) =241/
f(a:)—@e =zt =1 <x2 m2>—x (1—Inz).
Zatem f'(x) >0 dla x <e oraz f'(x) <0 dla z > e, skad wynika, ze f ro$nie w przedziale
[1, €] i maleje w przedziale [e, +00). Poniewaz przy tym f(2) = f(4) = /2, nieréwnosé
f(z) > /2 jest réwnowazna warunkowi z € (2, 4).

Odpwowiedz: Zbiorem rozwiazan danej w zadaniu nieréwnosci jest przedziat (2, 4).
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Zadanie 31« (10 punktéw)
Obliczy¢ granice

" 57 +32n N 5n+1 +32n—1 N 5n+2 _|_32n—2 5n+k +32n—k 52n +3n
oo\ gn 9n-1.25 9gn-2.252 gn—k .25k 25n
Rozwigzanie:

Zapisujemy wyrazenie pod znakiem granicy w postaci sumy dwoch postepéw geome-
trycznych, obliczamy ich sumy, a nastepnie przechodzimy do granicy:

n 5n+k:_'_32n—k n 5n+k n 32n—k n 5 n 9 k n 3 k
2 g5 _E9nk-25k+,§)9nk-25k_z<9> (5) +,§<25) -

k=0 k=0 k=0
BANCARNC SN S NI
9 91 21 4/5 —22/25 4/5 —22/25

9 25 99450 149

199 44 44
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Zadanie 32« (10 punktéw)

Dana jest funkcja f:R—R okreslona wzorem f(z)= /22 +2. Wyznaczy¢ najmniejsza
taka liczbe rzeczywista dodatnig C, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi
nieréwnosc

[f(@) = fI<C-lz—yl.

Rozwigzanie:

Pomingwszy trywialny przypadek z =1y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
wynika réwnos¢é

[f (@)= f W) =lz—yl-[f ()],

gdzie c lezy pomiedzy x i y.

Zatem najmniejsza stala C', z ktora prawdziwa jest nieréwnos¢ podana w tresci zada-
nia, jest rowna kresowi gérnemu zbioru {|f'(z)|: x € R}.

Obliczamy pochodna funkeji f:

2x
fla)=—""n.
( ) 3(.’1;'2+2>2/3
Zauwazmy, ze
2 207 1/3
lim f'(x)= lim —3:2/3: im ’ 75 =0.
x—Foo a—=£o0 3. (1.2 _|_2) r—+o00 3, (1 +2 .$*2)
Ponadto
2 82

fi(x) = 3-(x2+2)2/3 - 9-(:v2+2)5/3 :

Rozwigzujemy réwnanie na zerowanie sie f”:
2 812
3. (22427 9.(242)%
3- (2% +2) =4a?,
6=a?,
r=+4v6.
Wyliczamy wartosci funkcji f/ w miejscach zerowych jej pochodnej:

F(4vE) = 2 V0 L2V6 26

=+

s ((eve) ) BT R TG

Stad wynika, ze funkcja f’ przyjmuje najmniejsza i najwieksza wartosé odpowiednio

~1/v61 1/v6, a zatem C =1//6.
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Zadanie 33« (10 punktéw)

Dobraé¢ odpowiednig liczbe naturalng £, a nastepnie udowodni¢, ze dla kazdych liczb
rzeczywistych dodatnich x, y, z, t zachodzi nieréwnosé

xyzt<x2+y3+28+tk.

Rozwigzanie:
Przyjmujemy k=24 i stosujemy nieréwnos$¢ miedzy $rednig geometryczng i arytmetyczng
do nastepujacych 24 liczb:
e 12 liczb 22/12,
o 8 liczb y3/8,
o 3 liczby 28/3,
e 1 liczba t?4.

Otrzymujemy
pa| 224y24224424 . 22yt 4 25 g2 |
1212.88.33 24
skad
24
V1212.88.33
ryzt < T'(x2+y3+28+t24) <2?+yP+ 28+

o ile wykazemy, ze

V/1212.88.33 < 24
Jednak powyzsza nieréwnosé jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
1212.8%.3% < 2421
948 315 _ 972 924
1<2%.39,

jest wiec prawdziwa.

Uwaga

Liczba k=24 jest jedyna liczba rzeczywista, przy ktorej nieréwnosé¢ podana w zadaniu
jest prawdziwa dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich x, y, z, t. Mozna bowiem
wykazac, ze k musi spetnia¢ rOwnanie

L U S
2 3 8 &k
Dla dowodu tego faktu nalezy przyjac
x:sl/Q, y:sl/?’, Z:S1/8’ t:$1/k;’

a nastepnie zbadaé, co si¢ dzieje przy s — 07 i przy s — +o00.
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Zadanie 34 (10 punktéw)
Niech f(x)=4cosx+sindz. Podaé wszystkie miejsca zerowe pochodnej funkeji f w prze-
dziale [0, 27).

Punktacja: btedem jest kazde opuszczenie poprawnej warto$ci oraz kazde podanie

b+1
btednej wartosci. Przy b btedach liczba punktéw jest rowna max (10— ( ; ), 0).

Rozwigzanie:
m T 9 T 137 177 117#

10° 9’ 10’ 6’ 10’ 10’ 6

Zadanie 3O« (10 punktéw)
Niech funkcja f:R — R bedzie funkcja odwrotng do funkcji g : R — R zdefinowane;]

WwWzorei 3

g(x):%—l—%:.

Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej dru-
giego rzedu funkcji f w czterech podanych punktach.

n+1
Punktacja: ( 0 ) punktow za n poprawnych odpowiedzi.

rG)=-om (@)=

£"(15)=—6/1331 1 (838> ——1/729

Zadanie 30 (10 punktéw lub wiecej)

Na potrzeby tego zadania powiemy, ze funkcja rézniczkowalna f:R — [0,+00) jest
cudowna, jezeli dla kazdego x € R zachodzi réwnosé (f'(z))* = f(z). Na przyktad funkcja
okredlona wzorem f(x)=x2/4 jest cudowna.

a) (10 punktéw) Podaé przyklad cudownej funkeji f spetniajacej warunek f(1)=1.

Rozwigzanie:

(z+1)”

fla) =t

b) (dodatkowe punkty) Podaé¢ przyktad cudownej funkeji f spetniajacej warunek
f(=10)=f(10)=1.

Rozwigzanie:

<x—28)2 dla z € (—o0, -8,
flx)= 0 dla z€(-8,8),
(z—8)*

dla z €8, +00).
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