Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2018/19

Egzamin, 1.02.2019, godz. 9:00-13:20

Zadanie 1 1. (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

233.n<2n+238'

Zadanie 1 2. (10 punktéw)
Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywistg A, ze funkcja f okreslona wzorem

ron(14+2) w0
f(a:): 1—coszx
A dla =0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartodci parametru A.

Zadanie 1 3. (10 punktéw)
Obliczy¢ granice

lhn.( Vn? N V247 N Vn2+ 14 N Vn2+21 N Vn2+28
=\ (n4+A)°  (n+A)’+1 (n+A)°+2 (n+A)’+3 (n+A)’+4

V21 Tk . VJ(n+7)2-21 . ¢<7ﬂb+7)2_14+ \/(n—|—7)2—7+ V(n+7)?
(n+A°+k  (n+B*-3  (n+B’-2 (n+B’-1 (n+B)’

dla tak dobranych liczb catkowitych A < B, aby zadanie miato sens.

Zadanie 14. (10 punktéw)
Wyznaczy¢ wszystkie zbiezne szeregi geometryczne 3 a, o wyrazach dodatnich
n=1

spetiajace warunek

[e.e] o0
Zan:Zai:&
n=1 n=1

Zadanie 1. (10 punktéw)
Obliczy¢ granice

1' \ /n12+n_n6

im

n—00 k
(\/ nt+n— n2)

dla tak dobranej wartosci parametru k, aby granica ta byta dodatnia i skoniczona.
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Zadanie 1 0. (10 punktéw)

W kazdym z zadaii 16.1-16.5 podaj w postaci uproszczonej (np. liczby wymierne
muszg by¢ zapisane w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego) kresy zbioru
oraz napisz, czy kresy naleza do zbioru (napisz TAK albo NIE, ewentualnie T albo N).

Kres moze by¢ liczba rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +o0o = o0.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezbtednie (i w postaci uproszczonej) oba kresy
i poprawnie okreslisz ich przynaleznos¢ do zbioru, otrzymasz 2 punkty.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezblednie (i w postaci uproszczonej) oba kresy
i poprawnie okreslisz przynalezno$¢ jednego z nich do zbioru, otrzymasz 1 punkt.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezblednie oba kresy (ale co najmniej jeden
w postaci razaco nieuproszczonej) i poprawnie okreslisz ich przynalezno$¢ do zbioru,
otrzymasz 1 punkt.

Za pozostale zadania nie otrzymasz punktow.

N={1,2,3,4,5,...} oznacza zbior liczb naturalnych (catkowitych dodatnich).

16.1. A:{m: m,neN A 4n2<2m2<8m”} Ocena ...
n
INfA = SUD A = o
Czy kres dolny nalezy do zbioru A .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru A ..........
16.2. B:{: mneN A 16" <2 <4m"} Ocena .......
INf B = . SUP B = i
Czy kres dolny nalezy do zbioru B .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru B ..........
16.3. C:{m: m,neN A 81"2<3m2<11m”} Ocena .......
n
INfC = . SUP O = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru C' .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru C' ..........
16.4. D:{m: m,neN A 8”2<2m2<5mn} Ocena .......
n
INfD = SUP D = oo
Czy kres dolny nalezy do zbioru D .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru D ..........
16.5. E:{m: m,neN A 32" <2m2<3m"} Ocena .......
n
INf B = SUP = i
Czy kres dolny nalezy do zbioru £ .......... Czy kres gérny nalezy do zbioru E ..........
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Zadanie 21 . (10 punktéw)

W zadaniach 21.1-21.10 funkcja f jest okreslona wzorem f,(z) = 2% -In (1 +z). W kaz-
dym z tych zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego
wartos¢ pochodnej wskazanego rzedu w zerze.

Za kazda poprawng odpowiedz otrzymasz 1 punkt.
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Zadanic 22 (10 punktéw)

Obliczy¢ sume szeregu
1

; (n+2)-(n+3)°

Zadanie 23« (10 punktéw)
Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okres$lona wzorem f(z)=v/5x%+125. Dowies¢, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [-10, 10] zachodzi nier6wnosé

[f(@) = f)l<2-[z—y|.

Zadanic 24 . (10 punktéw)
Wyznaczy¢ taki wielomian piatego stopnia W (x) o wspétczynnikach rzeczywistych,
ze funkcja f:R — R okreslona wzorem

-1 dla z<-1
flz)=< W(z) dla —-1l<z<l1
1 dla z>1

jest dwukrotnie rézniczkowalna.

Zadanie 29« (10 punktéw)
Rozstrzygnac, ktora liczba jest wigksza:

arctg 3+arctg 5+2-1n 4 czy In3+In5+2-arctg4.

Zadanie 20. (10 punktéw)
Wyznaczy¢ zbior wszystkich liczb rzeczywistych x > 1 spetniajacych nieréwnosé

x> 2",

Egzamin 1.02.2019 -4 - Tresci zadan



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2018/19

Zadanie 31« (10 punktéw)

Obliczy¢ granice

r <5n + 32n 5n+1 + 32n—1 5n+2 + 32n—2 5n+k + 32n—k 52n + 3n>
1m .

T T B B e T 0 I 17

n—oo

Zadanie 32« (10 punktéw)

Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z) = v/z2+2. Wyznaczy¢ najmniej-
sza taka liczbe rzeczywista dodatnia C, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zacho-
dzi nieréwnos¢

[f(@) = fWI<C-lz—yl.

Zadanie 33« (10 punktéw)
Dobraé¢ odpowiednig liczbe naturalng £, a nastepnie udowodni¢, ze dla kazdych liczb
rzeczywistych dodatnich x, y, 2z, t zachodzi nieréwnosé

xyzt<x2—|—y3+28+tk.

Zadanie 34 (10 punktow)
Niech f(x)=4cosz+sindz. Podaé¢ wszystkie miejsca zerowe pochodnej funkcji f w prze-
dziale [0, 27).

Punktacja: btedem jest kazde opuszczenie poprawnej warto$ci oraz kazde podanie

b+1
btednej wartosci. Przy b btedach liczba punktéw jest réwna max (10— ( —iz_ >, O).
Zadanie 3O« (10 punktéw)
Niech funkcja f:R — R bedzie funkcja odwrotng do funkcji g: R — R zdefinowanej

Wwzorei 3

g(x):%—l—%:.

Podaé¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej dru-
giego rzedu funkcji f w czterech podanych punktach.

n+1
Punktacja: ( 0 ) punktow za n poprawnych odpowiedzi.

7 20
,l - e /, - e
"(3) "(5)

F5) = ()=

Zadanie 30 (10 punktéw lub wiecej)

Na potrzeby tego zadania powiemy, ze funkcja rézniczkowalna f:R —[0,+00) jest
cudowna, jezeli dla kazdego x € R zachodzi rownosé (f’(x))2 = f(z). Na przyktad funkcja
okreslona wzorem f(z)=x?/4 jest cudowna.

a) (10 punktéw) Podaé przyktad cudownej funkeji f spelniajacej warunek f(1)=1.

b) (dodatkowe punkty) Podaé¢ przyktad cudownej funkeji f spetniajacej warunek
f(=10)=f(10)=1.
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