Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2018/19

Egzamin, 16.02.2019, godz. 10:00-13:40

Zadanie 1. (10 punktéw)

W kazdym z zadan 1.1-1.5 podaj w postaci uproszczonej (np. liczby wymierne musza
by¢ zapisane w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego) kresy zbioru oraz
napisz, czy kresy naleza do zbioru (napisz TAK albo NIE, ewentualnie T albo IN).

Kres moze by¢ liczbg rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +oo = oco.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezbtednie (i w postaci uproszczonej) oba kresy
i poprawnie okreslisz ich przynaleznos¢ do zbioru, otrzymasz 2 punkty.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezbtednie (i w postaci uproszczonej) oba kresy
i poprawnie okreslisz przynalezno$¢ jednego z nich do zbioru, otrzymasz 1 punkt.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezbtednie oba kresy (ale co najmniej jeden
w postaci razaco nieuproszczonej) i poprawnie okreslisz ich przynalezno$¢ do zbioru,
otrzymasz 1 punkt.

Za pozostale zadania nie otrzymasz punktow.

N={1,2,3,4,5,...} oznacza zbiér liczb naturalnych (catkowitych dodatnich).

l.l.A:{MHEN} Ocena .......
infA=-1/11 supA=1/4
Czy kres dolny nalezy do zbioru A TAK Czy kres gérny nalezy do zbioru A TAK
1.2.B:{n2_70:n€N} Ocena .......
infB=-1/6 supB=1/11

Czy kres dolny nalezy do zbioru B TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru B TAK

1.3. C:{\/25n2+24n—5n: nEN} Ocena .......

infC'=2 supC'=12/5
Czy kres dolny nalezy do zbioru ' TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru C' NIE

1.4. D:{\/25n2—24n—5n: nEN} Ocena .......

inf D=—4 supD=-12/5

Czy kres dolny nalezy do zbioru D TAK Cgzy kres gorny nalezy do zbioru D NIE
1.5. E={v/25n?+24n+v/25n> —24n—10n: n € N} Ocena .......

inf B =-2 sup =0

Czy kres dolny nalezy do zbioru £ TAK Czy kres gérny nalezy do zbioru £ NIE
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Zadanie 2. (10 punktéw)
W kazdym z zadan 2.1-2.10 podaj granice funkcji.
Za kazda poprawng odpowiedz otrzymasz 1 punkt.

2.1. zl_i)grnooarctg ((2—\/§>-x)z7r/2 2.2. mgrilooarctg ((2—\/5)%)2—7!‘/2

2.3. lim 3"=0 2.4. lim 3" =1
x 3$

2.5. lim 3% =3 2.6. lim 3% =27
37 2%

2.7. lim 2% —8 2.8. lim 3% =9
3;8 4.:8

2.9. lim 3" =81 2.10. lim 4% —64

Zadanie S« (10 punktow)

W kazdym z zadan 3.1-3.10 dla podanej liczby a podaj taka liczbe b, ze funkcja
f:R—R okresSlona wzorem f(z)=a|z|+ bz spelnia dla kazdej liczby rzeczywistej x
réwnosé f(f(z)) =z, czyli jest odwrotna do samej siebie.

3.1. a=4, b=—17 3.2. a=—4, b=—+17
3.3. a=5, b=—26 3.4. a=-b, b=—+/26
3.5. a=6, b=—37 3.6. a=—6, b=—+/37
3.7. a=7, b=—+/50 3.8. a=-7, b=—+/50
3.9. a=8, b=—+65 3.10. a= -8, b=—65

Zadanie 4. (10 punktéw)

W kazdym z zadan 4.1-4.3 podaj w postaci liczby catkowitej lub ulamka nie-
skracalnego wartosci pochodnej funkcji w trzech podanych punktach.

Za kazda poprawng odpowiedz otrzymasz 1 punkt. Za komplet poprawnych odpo-
wiedzi otrzymasz dziesigty punkt.

4.1. fi(x)= V= fil)=1/3 fi(8)=1/12 fien) =1/27
1 / _ / _ / _

4.2. fg(x>=m f2(1)=-1/2 f2(2)=-8/125 f2(3)=-3/250

4.3. fs(z) =In (22 +1) +arctg 2 f(1)=1 f5(2)=4/5 f4(3)=3/5
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Zadanie D« (10 punktow)
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(z)=V1622 48z +1—2?
na przedziale [—3, 4] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

f(2)=V16224+8r+1 -1 = /(4dv+1)2 —2* = |4z + 1| — 2
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
i dr+1—2? dla ze[-1/4,4]
€T) =
—4x—1—2? dla z€[-3, —1/4)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedzialu [—3, 4] jest dana wzorem
4—2z dla ze(—1/4,4)

—4—2x dla ze(-3,-1/4)
W punkcie —1/4 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku x € (—1/4, 4) réwnanie f'(x)=0 sprowadza si¢ do 4—2x =0, co ma
rozwiazanie x = 2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—1/4, 4).

2° W przypadku z € (=3, —1/4) réwnanie f’(z) =0 sprowadza sie do —4 —2x =0,
co ma rozwiazanie = —2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—3, —1/4).

f'(x) =

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedzialu: —31i 4,
e miejsca zerowe pochodnej: —2 1 2,
e punkt, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1/4.

f(=3)=2,
f(=2)=3,
f(=1/4)=-1/16,
f(2)=5,
f4)=1.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza réw-
ng —1/16 w punkcie —1/4, a warto$¢ najwieksza réwna 5 w punkcie 2.
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Zadanie 0. (10 punktow)
Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

e —+1+x

f@)=! Wmta W o70
A dla z=0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
F(h) = £(0) e YLEh_ A b THh—A-In(14h)
£1(0) = lim 2 gy O gy © - Gy
h—0 h h—0 h h—0 h-In(1+h)

Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

0
zastosowac regute de I’Hospitala.

h_ 1 A
/O —1; 2:4/1+h 1+h ) 2
PO = T n) 18 @

Przy h— 0 otrzymujemy iloraz 1/ 207‘4, co ma posta¢ nieoznaczona % dla A=1/2. Wéwezas

mozemy po raz drugi zastosowac¢ regute de I’Hospitala.

el + L4 L2 7
. 4-(14h)3/2 1+h)2
F'(0) = Jim R = (3)
1+h T (1+h)2

Odpowiedz: Funkcja f jest rozniczkowalna dla A=1/2 i wéwezas f/'(0) =7/8.
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Zadanie T (10 punktow)
Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnig C' i udowodnié, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzg nieréwnosci

C < VB 480nf —n? < 10C .

Rozwigzanie:
Sposob 1

Poniewaz wyrazenie dane w tresci zadania jest roéznica wyrazen zblizonej wielkosci,
zastosujemy wzor na réznice czwartych poteg w postaci

a*— b

b= ,

a®+a?b+ab*+b?
gdzie przy dodatnich a, b mianownik jest zawsze rozny od zera. Otrzymujemy

80nS
VnB+80n8 —n? =
3 2 :

(Vn8+80n8)" +n2- (V/n®+80nF)” +n*- /n¥+80nS +n'

Szacujemy ostatnie wyrazenie od dotu, szacujac mianownik od gory:

a—

80nS
(V/nS+8015)° + 2. (¥/n¥ +80n0)" +nt - 3/ + 8008 +ns g
- 80n" _
" (VrE80m5) 42 (ViS4 80nF)” -t V80 48
80nS 80n°

= = = 2
2TnS +9nb+3nb4+nb  40nb

i od gory (szacujac mianownik od dotu):

80n’
<
(\4/ nd + 8On6)3 +n2. (\4/ n8 4+ 80n6>2 +nt nd+80nb +nb
80n’ 80n’

< = =20=10-2.
(\4/n8+0)3+n2- (\4/n8+0)2+n4- VnSF0+4ns  4n°

Otrzymalismy wigc wymagane oszacowania ze stalag C'= 2.

Sposéb 11
Oznaczamy dane w tresci zadania wyrazenie przez a, i po zastosowaniu wzoru skro-
conego mnozenia jak w sposobie I przepisujemy je w postaci

80n°
an = - =
(\4/7184—80716)3 +n2. (\4/n8+80n6)2 +nt - Vn®+80n8 +nd
80

() + (e + e

Poniewaz licznik ostatniego wyrazenia jest staty, a mianownik maleje wraz ze wzrostem n,
ciag (a,) jest rosnacy. Stad wynika, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nie-
réwnosci

a <a, < lim a, .

n—oo
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Poniewaz a; =2 oraz nlingo a, =20, otrzymujemy wymagane oszacowania ze stata C'=2.
—

Sposob I11
Poniewaz wyrazenie dane w tresci zadania jest rdéznica wyrazen zblizonej wielkosci,
dwukrotnie zastosujemy wzor na réznice kwadratow w postaci
a® —b?
a+b
gdzie przy dodatnich a, b mianownik jest zawsze rézny od zera. Otrzymujemy

bl

W_HQZ \Y n8+80n6—n4 _ 8077/6 ‘
/18 +80n8 + n2 <\4/ n® 4 80n5 + n2) : (\/ n®+80nb 4 n4>

Szacujemy ostatnie wyrazenie od dotu, szacujac mianownik od gory:

80nS 80n®
(Vs 7800 + 12 - (/s £ 800t at) ~ (s 5 S0 2) - (/oS 1 80m )
80nS 80n’

pr— p— p— 2
4n?.10n*  40nS

i od géry (szacujac mianownik od dotu):

80n’
<
(W—Hﬂ) . (\/m—i—n‘*)
80n° 80n° 80n’

S (\4/n8+0+n2)-(\/n8—1—0+n4> T on2.2nt  4n

Otrzymalidémy wiec wymagane oszacowania ze statyg C'=2.

Sposob IV
Oznaczamy dane w tresci zadania wyrazenie przez a,, i po zastosowaniu wzoréw skro-
conego mnozenia jak w sposobie I1I przepisujemy je w postaci

80nS 80
" (VP +80nS+n?) - (Vis£80n 4+ nt) ({1459 +1) - (145 1)
Poniewaz licznik ostatniego wyrazenia jest staty, a mianownik maleje wraz ze wzrostem n,

ciag (a,) jest rosnacy. Stad wynika, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nie-
réwnosci

a

a <a, < lim a, .

n—oo

Poniewaz a; =2 oraz nlinolo a, =20, otrzymujemy wymagane oszacowania ze stata C'=2.
—
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Zadanie 8. (10 punktow)

Dowies¢, ze liczba logy;q0 9000 jest niewymierna.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowo6d nie wprost. Zatézmy, ze liczba logyro, 9000 jest wymierna i niech
m/n bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy, ze jest
to liczba dodatnia). Woéwcezas otrzymujemy kolejno

m
1 9000 = —
082700 n
2700™/™ = 9000,
2700™ =9000™ . (4)
Wykazemy, ze powyzsze rOwnanie nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych m, n.

Rozktadajac obie strony powyzszej rownosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzy-
mujemy
22m_33m‘52m:23n‘32n'53n ) (5)

Z twierdzenia o jednoznacznosci rozkltadu liczb naturalnych na czynniki pier-
wsze wynika, ze wykladniki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych
po obu stronach réwnosci sg réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:

2m = 3n
3m = 2n (6)
2m = 3n

Jednak uktad rownan (6) nie ma rozwiazania w liczbach dodatnich m, n, gdyz dla
takiego rozwigzania mieliby$my
2m=3n>2n=3m>2m,
czyli 2m > 2m, co nie moze by¢ prawda.
Inne rozumowanie: rozwigzujemy uktad réwnan i stwierdzamy, ze jedyne rozwigzanie

rzeczywiste m =n =0 nie jest rozwigzaniem w liczbach naturalnych.
Doszlismy wiec do sprzecznodci z zatozeniem, ze liczba logyro, 9000 jest wymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba logy-q,9000 jest niewymierna.
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Zadanie 9. (10 punktow)
Niech funkcja f: [0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

flz)=eV".
Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wigksza:

f6)+f(8) czy 2-f(7)7

Rozwigzanie:
Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f w przedziale (0, +00) otrzymujemy
/ e%
Fla)=5 5
oraz
eV 2.V

F'@) =5~ g
skad nieréwnosé f”(z) <0 jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
eVr 2.0V
9.24/3 Q.45 <0,
/3 <2 ,

r<8.

Zatem f jest $cisle wklesta w przedziale [0; 8], skad
r+y
f@)+ 1) <21 (557) (7)
dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych nieujemnych x,y < 8.
W szczegdlnosci

f(6)+f(8) <2-f(7).
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Zadanie 10, (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

1+- ! += ! +.. + 1 §— b .
8 27 4 2n(n+1)
Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dlan=1mamy L=1oraz P=1, skad L=P.

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze

827 7 nd T4 2n(nt1)
Wykazemy, ze wowczas
1 1 1 1 5 1
I+4-+—+.. 4+ =+—< - .
MERT +n?’jL(n%—l)f‘ 4 2(n+1)(n+2) (%)

Wychodzac od lewej strony réwnosci (&) i korzystajac z zatozenia indukcyjnego otrzy-
mujemy
1 1 1 1 5) 1 1 ) 1
L=1 — < - — <-— =P,
R T T T ) S ) T k1P N4 2+ )(n+2)
o ile udowodnimy, ze
5 1 1 5 1
- = + < - — :
4 2n(n+1) (n+1)2 4 2(n+1)(n+2)
Przeksztatcanie nieréwnosci (©) prowadzi do kolejnych nieréwnosci réwnowaznych:
1 n 1 < 1
on ' (n+1)2 ° 2(n+2)’
1 1 1
S — )
(n+1)2 " 2n 2(n+2)
1 o (n+2)—
(n+1)2 ~ 2n(n+2) "’
1 1
< ;
(n+1)2 " n(n+2)
nn+2) < (n+1)?,
n24+2n<n?+2n+1,

0<1,

()

a zatem nierownos¢ (©) jest prawdziwa dla kazdej liczby n.
Drugi krok indukcyjny zostal wiec przeprowadzony dla kazdego n naturalnego.

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé¢ zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.
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