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KOLOKWIUM nr 1, 15.10.2018, godz. 14:15-15:00

Zadanie 1. (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

265.n<2n+271‘

Rozwigzanie:
Dowdd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.

Przypadek pierwszy: n <64.
Dla n < 64 zachodza nieréwnosci
265 .1 < 29564 — 20596 — 971 < 9n | 971
skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 65.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =65 poréwnujemy lewa i prawg strone nieréwnosci danej w tresci zadania:
L=2%.65,
P =905 4971 — 965 4 96,965 _ 965 | 4. 965 _ 5. 965
skad L= P.
2° Niech n > 65 bedzie taka liczbg naturalna, ze
2. ng2m 2™,

W celu przeprowadzenia zasadniczej cze$ci dowodu indukcyjnego chcemy wykazaé, ze
z powyzszej nieréwnosci wynika nieréwnosé

265.<n+1)<2n+1+271.

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego
oraz z nieré6wnosci n > 65 otrzymujemy

L:265‘ (n+1) :265.n_|_265 < 2n_|_271_|_265 < 2n+271+2n:2n+1+271 :P,
co konczy dowdd indukeyjny.
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Zadanie 2. (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

g2n <2n) - <4n> '
n 2n
Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dlan=1 mamy L =8 oraz P=6, skad L > P.

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze
o2 <2n> - <4n> .
n 2n

2n+2 dn+4
22n+2,<n—:_1> > (27@12)' ()
Wychodzac od lewej strony réwnosci (&) i korzystajac z zatozenia indukcyjnego otrzy-
mujemy
((”+1>!)2 (n!)2~(n+1)2 n n+1
(4n>.8.(2n+1) (4n)! .8~(2n+1) .

Wykazemy, ze wowczas

o) n+l (@ay)? 1

S (An)!- (4n+1)-(4n+2)- (4n+3)- (4n+4) (4n+4)! <4n+4>

- ((2n>!)2_ 2n+2
o ile udowodnimy, ze

8-(2n+1) - (An+1)-(4n+2)-(4n+3)- (4n+4)
n+l = (2n+1)2-(2n+2)2
Przeksztalcanie nier6wnosci (O) prowadzi do kolejnych nieréwnosci réwnowaznych:
8-(2n+1) - 2-(4n+1)-(4n+3)
n+l = (2n+1)-(n+1)

(An+1)-(4n+3)
2n+1
4-(2n+1)*> (4n+1)-(4n+3),
16n° +16n+4> 160>+ 16n+3,
1>0,

(2n+1)2- (2n42)? (2n+2))"

Y

()

4-(2n+1)>

Y

a zatem nieréwnosé (Q) jest prawdziwa dla kazdej liczby n.
Drugi krok indukcyjny zostal wiec przeprowadzony dla kazdego n naturalnego.

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé¢ zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.
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