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Zadanie 5. (10 punktów)
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, gdzie
√
2 występuje n razy, a potęgowanie jak zwykle wykonujemy

od góry. Udowodnić, że dla każdej liczby naturalnej n zachodzi nierówność An< 3.
Rozwiązanie:

Przeprowadzimy indukcyjny dowód nierówności

An< 3 .

1◦ Dla n=1 mamy A1=
√
2
3
=2
√
2=
√
8, dowodzona nierówność przybiera więc po-

stać √
8< 3=

√
9 ,

jest zatem prawdziwa.

2◦ Niech teraz n będzie taką liczbą naturalną, że

An< 3 . (♣)
Wykażemy, że wówczas

An+1< 3 . (♦)

Zauważmy, że
An+1=

(√
2
)An
,

wobec czego po skorzystaniu z założenia indukcyjnego (♣) oraz z nierówności ax<ay dla
a> 1 i x<y, otrzymujemy

An+1=
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)An
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2
)3
=2
√
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9=3 ,

co kończy dowód nierówności (♦).

Na mocy zasady indukcji dowodzona nierówność jest prawdziwa dla każdej liczby
naturalnej n.
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Zadanie 6. (10 punktów)
W każdym z zadań 6.1–6.10 wpisz w miejscu kropek dwie liczby występujące w ciągu

0, 1, 2, 3, 5, 10, 20, 30, 50, 100, 200, 300, 500, 1000, 2000, 3000, 5000, 10000, 105, 106,
107, 108, 109, 1010, 1020, 1050, 10100, 10200, 10500, 101000, 102000, 105000, 1010 000, 1020 000,
1050 000, 10100 000, 10200 000, 10500 000, 101 000 000 na kolejnych miejscach tak, aby powstały
prawdziwe nierówności.
Za każde poprawnie rozwiązane zadanie otrzymasz 1 punkt.

6.1. 10200 < 21000< 10500

6.2. 10200 < 31000< 10500

6.3. 10500 < 51000< 101000

6.4. 10500 <
(√
99−3

)1000
< 101000

6.5. 10200 <
(√
99−7

)1000
< 10500

6.6. 0 <
(√
99−9

)1000
< 1

6.7. 1020000 < 8000!< 1050000

6.8. 1010000 <
√
8000!< 1020000

6.9. 102000 <
10√8000!< 105000

6.10. 10200 <
70√8000!< 10500
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