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KOLOKWIUM nr 4, 19.11.2018, godz. 14:15-15:00

Zadanie € « (10 punktéw)
Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnig C' i udowodnié, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodza nieréwnosci

C < n2+15nyn—+/n<4C .

Rozwigzanie:
Sposob 1
Poniewaz wyrazenie dane w tresci zadania jest rdéznica wyrazen zblizonej wielkosci,
zastosujemy wzor na réznice czwartych poteg w postaci
a*— b
a3 +a2b+ab?+ b3’
gdzie przy dodatnich a, b mianownik jest zawsze rézny od zera. Otrzymujemy

Vn2+15ny/n—/n=
15n4/n
3 2 :
<4n2+15n\/ﬁ) +\/ﬁ-<4n2—|—15n\/ﬁ) +n-yn2+15ny/n+ny/n
Szacujemy ostatnie wyrazenie od dotu, szacujac mianownik od goéry:
15n+/n
3 o >
(4n2+15n\/ﬁ> +\/ﬁ~<4n2+15n\/ﬁ> +n-\/n2+15ny/n+ny/n
S 15n4/n B
Z 3 2 =
(Vn?+150%) + /n- (V2 +15n7) +n- V2 + 1507 +ny/n

B 15n4/n _ 15ny/n |
© 8ny/ntdny/n+2ny/n+ny/n 15ny/n
i od gory (szacujac mianownik od dotu):

15n/n
; 2 <
( Y n2+15n\/ﬁ> +n- ( Y n2+15n\/ﬁ> +n-n2+15ny/n+ny/n
o 15ny/n _ 15ny/n 15 <d
S 3 2 - — 4 :
(¥Vn250) + v (Vn240) +n- V2 +0+ny/m - Avn 4
Otrzymaliémy wiec wymagane oszacowania ze stata C'=1.

Sposob 11
Oznaczamy dane w tredci zadania wyrazenie przez a, i po zastosowaniu wzoru skré-
conego mnozenia jak w sposobie I przepisujemy je w postaci

15ny/n B
3 2 -
(4n2+15nﬁ> +ﬁ-(4n2+15nﬁ> +n- n2+15ny/n+ny/n

a—b=

Qn
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Poniewaz licznik ostatniego wyrazenia jest staty, a mianownik maleje wraz ze wzrostem n,
ciag (a,) jest rosnacy. Stad wynika, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nie-
rownosci

a <a, < lim a, .

n—oo
Poniewaz a; =1 oraz nhrrolo a, =15/4 <4, otrzymujemy wymagane oszacowania ze stala
C=1.

Sposob 111
Poniewaz wyrazenie dane w tresci zadania jest roznica wyrazen zblizonej wielkosci,
dwukrotnie zastosujemy wzor na réznice kwadratow w postaci

a2—b2
=7
“ a+b’

gdzie przy dodatnich a, b mianownik jest zawsze rézny od zera. Otrzymujemy
\/n?2+15ny/n—n
Vn2+15ny/n—/n= v =
Vn2+15ny/n++/n
B 15n/n
(«4/712—1- 15n+/n+ \/ﬁ) : (\/n2+15n\/ﬁ+n)

Szacujemy ostatnie wyrazenie od dotu, szacujac mianownik od gory:

15n+/n 15n/n _
(w4/n2+15n\/ﬁ+\/ﬁ>-<\/n2+15n\/ﬁ ) (VnZ+15n2 + y/n) - (V2 + 1502 +n)
_ 1ony/n 15ny/n
~3ym-5n 15ny/n

i od gory (szacujac mianownik od dotu):

15ny/n
(W* \/ﬁ> : <\/m+n>
15n/n _ 15ny/n 15ny/n 15 <4

(\/n?—+\/_) (VnZ+0+n) 2Vn-2n dnyn 4

Otrzymalidémy wiec wymagane oszacowania ze statg C'=1.

Sposob IV
Oznaczamy dane w tresci zadania wyrazenie przez a,, i po zastosowaniu wzoréw skro-
conego mnozenia jak w sposobie III przepisujemy je w postaci

<m+\/ﬁ><m+n> (1+Z+1)-(J1+E+1)
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Poniewaz licznik ostatniego wyrazenia jest staty, a mianownik maleje wraz ze wzrostem n,
ciag (a,) jest rosnacy. Stad wynika, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nie-
rownosci
o < a, < lim a, .
n—oo

Poniewaz a; =1 oraz lim a, = 15/4 <4, otrzymujemy wymagane oszacowania ze stala
n—oo
C=1.

Zadanie 8. (10 punktow)
Obliczy¢ granice

i (Yt —ns)”
n1—>rgo (m_n9)5

Rozwigzanie:

Stosujac w mianowniku wzér na réznice kwadratow w postaci

a®—b?

a—b= ,

a+b
a w liczniku wzor na roznice szescianéw w postaci

a®— b3

a2+ ab+ b?

otrzymujemy

. (‘3/7118_,_”7_”6)2 )

" (ValaT -t

. n’ 2 (VBT 400\’
= lim .

n=oo (n18+n7)2/3+n6,(n18+n7)1/3+n12 n’?

( n )2 <\/71+n11+1>5_

(1+n—11)2/3+(1+n—11 n—2

(ViTn 1)’ 1

~10

= lim

n—oo

= lim 5
(A4 )P (L)1)

) (Vi +n—11+1)5 (VI+0+ 1)5 9% 39
= hm = - =
n—oo ((1—|—n*11)2/3+(1+n*11)1/3+1)2 ((1—}-0)2/3—1—(1—0—0)1/3—1—1)2 32 9

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica ma wartosé¢ 32/9.
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