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Zadanie 83« (10 punktéw)

Dobraé¢ odpowiednig liczbe naturalng £, a nastepnie udowodni¢, ze dla kazdych liczb
rzeczywistych dodatnich x, y, 2z, t zachodzi nieréwnosé

xyzt<x2+y4+z6+tk.

Rozwigzanie:
Przyjmujemy k£ = 12 i stosujemy nieréwnos$¢ miedzy srednig geometryczng i arytmetyczng
do nastepujacych 12 liczb:
e 6 liczb x2/6,
e 3 liczby y*/3,
o 2 liczby 2°/2,
e 1 liczba t12.

Otrzymujemy
1\2/m< 22yt 4 264 12
66-3%.22 12 ’
skad
12
2/66.33 .92
Tyt < ———5 (x2+y4+26+t12) <z’ +yt+2041",

o ile wykazemy, ze

/663322 < 12.
Jednak powyzsza nieré6wnos¢ jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
6°-3%.22 <122
98.39 < 924,312
1<210.33%,

jest wiec prawdziwa.

Uwaga

Liczba k=12 jest jedyna liczba rzeczywista, przy ktorej nieréwnos¢ podana w zadaniu
jest prawdziwa dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich x, y, z, t. Mozna bowiem
wykazaé, ze k musi spetnia¢ réwnanie

1 n 1 n 1 n I ]
2 4 6 k
Dla dowodu tego faktu nalezy przyjac
r=s\/2 y = s\, 2= s'/6 t— ik

a nastepnie zbadaé, co sie dzieje przy s — 0" 1 przy s — +oo.
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Zadanie 84. (10 punktéw)
Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z)= V/z*4101°. Dowiesé, ze dla
kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[z —y|
(@) = FWI< 00

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia

a0 —p = (a®=0%) - (a®+ %) = (a" = b") - (a'+0") - (a®+1°) =
= (a2 —b2) : <a2+b2) : (a4+b4> : (a8+b8) =(a—b)-(a+D)- <a2—|—b2) : (a4—|—b4) : (a8+b8) :
ktory przy zatozeniu a+b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
a16 _ b16
(@1 0)- (@ 0) (@ + b)) (@45

Przyjmujac a = /2441016 oraz b= {47+ 1016, zauwazamy, ze a+b> 0 i przeksztatca-
my lewa strone dowodzonej nieréwnodci:

(@)= F ) =| ¥ 105 - Yyt 100

B ($4+1016>_(y4+1016)
(1\6/I4+1016_|_ 1€/y4_|_1016) . (§/x4+1016+ §/y4+1016) . ({l/x4+1016+ é/y4+1016),

a—b=

,<\/x4+1016+\/y4+1016>
_ 7% — |
(1\6/x4+1016_|_ 1\6/y4_|_1016) . (\8/x4+1016+ \8/y4+1016) . (\4/1,44_10164_\4/y4+1016>.

_(\/x4+1016+\/y4+1016)

_ [z —yl- v +y|- (2*+y?)
(1\6/x4+1016+ 1\(3/y4+1016) : <\8/$4+1016+ \8/y4+1016) . (§/x4+1016+\4/y4+1016>.

.(\/x4+1016+\/y4+1016> '
Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = v a?* otrzymujemy:

|+ y| < |z]+|y| = Vat + (“/E< Vat 1016+ Yyt +1016

[z +y|
\4/x4+1016+ \4/y4+1016

skad

Analogicznie

x2+y2:\/g+\/;< Vat+101 +,/y* 1016,
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skad
oty <1
\/x4+1016+\/y4+1016

Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1 1

< < = = —.
Vat+100 4+ WyT+107 ~ Y0+10%+ Y0 +10  10+10 20
Analogicznie

1 1 1 1
< p— = —
Yzt 10164+ 4T +100 ~ §0+10643/0+106  100+100 200

Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:
[z—y| |z +y|- (=°+y°)
(1\6/x4+1016+ 1\6/y4_|_1016) ) (\8/x4+1016+ \8/y4+1016) ) (\‘l/x4+1016+ \4/y4+1016),
1
=lz -yl 1 16 16/,4 6
(VaTFI0 + /5T 107) Vet +1010 4+ N/yT+10
1 . lz+y] 2?4y o
\8/x4+1016_+_ \8/y4+1016 (4/%,4_’_1016_’_ <4/y4_{_1016 \/x4+1016+\/y4+1016 =
1 1 —
1 11 lt—Yl
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