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KOLOKWIUM nr 18, 20.12.2018, godz. 8:15-9:15

Zadanie 89D . (10 punktéw)
Dobra¢ odpowiednia liczbe rzeczywista k oraz liczbe wymierng dodatnia C' i udowod-
ni¢, ze dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej x zachodza nieréwnosci

* < (4-v1624+9-3-v0r+16)- (Va+1) <3C-2*.
Rozwigzanie:
Zastosowanie wzoru na roznice kwadratow pozwala przeksztalci¢ szacowane wyrazenie
w nastepujacy sposob:

(4-V162+9-3-v9z+16) - (Va+1) = 175z (Ve +1)

4-4/162+9+3-v/92+16

W przypadku, gdy x > 1, wykonujemy nastepujace szacowania:

175z 1752 (/2 +0) o 175z (Vx +1) <
352 4-/162+92+3-v/02+162  4-v/162+9+3-v/9x+16
175z - 350z -
vWrtyr)  _30rvE s

< —
4-y/162+0+3-v/92+0  25-\/x

Natomiast w przypadku, gdy 0 < x < 1, oszacowania wygladaja nastepujaco:

. 175z 1752 (0+1) < 175z (v/T+1) g
xr = X
35  4-4/16+94+3-v/9+16 4-v/162+9+3-1/9z+16
175z (1+1) _ 350z _ 360z

=15z.

<
4 V0+9+3-4/0+16 24 24

Zatem dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej x zachodzg nieréwnosci
box < (4-V162+9-3-V92+16)- (Va+1) < 15,

mozna wiec przyja¢ k=1 oraz C'=5.
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Zadanie 80+ (15+5=20 punktow)
Niech funkcja f: [0, 27] — R bedzie dana wzorem f(z)= v/z%.
Zdanie Z: Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [0, 27] zachodzi nier6wnosé
[f(@) = fWI<C-lz—yl.

a) Dowies¢, ze zdanie Z jest prawdziwe dla C'=4.
Rozwigzanie:
Zauwazmy najpierw, ze nierownos¢ miedzy srednig geometryczng i arytmetyczng zasto-

sowana do liczb x®, /2393, /2313 daje
3
x4+ 2/ x3y3
\3/x3-«/333y3~ 233 < ; g

czyli
3 2-\/a%y3
ny <—+ VY .
3 3
Analogicznie
v 2V
1y <Y

Uzbrojeni w powyzsze nierownosci przeksztatcamy i szacujemy lews strone dowodzo-
nej nieréwnosci korzystajqc z warunku 0 <z, y <27 i zakltadajac x+y > 0:

) 2t =y _z—yl- @+ a2y +ay’ +4°)
VST Y VR Yy Y
|x—y|-(x3+$;+”§3?+%+@+y3) 1 eyl (24 VP )
VB + Yty + EERR R T
4 Jo—yl- (Vo - Yot Yoty g+ V- ) _
T3 Vad + Yyt + Iy
o —y|- (Vas- 27+ YaTyT V27 + Y- 27
3 Vas+ Yty + -
:4‘|x—y|~(w+€/ﬂv4—y4+é/§)
Vs + JatyT+

co stanowi dowdd danej w tresci zadania nieréwnosci dla C'=4 i dowolnych z, y € [0, 27].

<

=4-|z—yl,

b) Dowiesé, ze zdanie Z jest falszywe dla C'=3.
Rozwigzanie:
Dla x =27 oraz y =8 mamy |z —y|=19 oraz

|f(x)—f(y)|=81—-16=65>57=3-19=C" |z —y]|,
wskazalidmy wiec przyktad liczb z, y € [0, 27], dla ktérych dana w tresci zadania nierdw-
no$c¢ jest falszywa przy C'=3.
Nie jest wiec prawda, ze ta nieréwnosé¢ zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych
z,y €0, 27].
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