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KOLOKWIUM nr 79, 3.01.2019, godz. 8:15-9:00

Zadanic 8'7 « (10 punktéw)
Dana jest taka funkcja f:R — R, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi

nierownosé
f(2) = f(y)| < (z—y)®.

Udowodnié, ze funkcja f jest stata.

Rozwigzanie:
Dla dowolnych liczb rzeczywistych x <y oraz dowolnej liczby naturalnej n oznaczmy
y—x

n

dla :=0,1,2,3,...n. Odnotujmy, ze przy tych oznaczeniach zo=z, x, =y, a ponadto
x;—x;_1 = (y—x)/n. Tak wiec punkty z; dziela przedzial [z, y] na n przedzialéw rownej
dhugosci.

Korzystajac z nierownosci trojkata oraz z zatozen o funkcji f otrzymujemy:

@)= F@)] = 32 (F () — F (i) zm z\/ i)’

”7?;93 \/yw \/yw)

Udowodnilismy wiec, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x <y oraz dowolnej liczby
naturalnej n zachodzi nieréwnosé

v/ (y—x)8
|f(1’)—f(y)|<T

co po ustaleniu x, y i przejsciu z n do 400 daje

[f(x) = f(y) <0,

Ti=T+1-

Y

wobec czego
|f (@)= f(y)|=0

i w konsekwencji f jest funkcja statg.
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Zadanie 88 (10 punktéw)
Dana jest taka funkcja f:R — R, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi
nier6wnos¢ | |
T—y
_ <= g
Udowodni¢, ze funkcja f jest stata.
Rozwigzanie:
Rozwazmy liczby rzeczywiste z < y. Niech t bedzie dowolng liczba rzeczywista dodatnia.
Korzystajac z nieréwnosci trojkata oraz z zatozen o funkcji f otrzymujemy:
@)= fWl=f(@)=fly+t)+ fly+8) = fW)| <[f(@) = fly+ D)+ |fy+1) = f(y)] <
t+y—x t < t+y—x —I—i— 1 +1<1+1_2
S (tty—x)2+1 241 (t+y—x)? 2 tdy—ax t t ot t

Udowodniliémy wiec, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej ¢ zachodzi nierow-
nos¢

@) - @I<5

co po przejéciu z t do +oo przy ustalonych z, y daje

f(x) = f(y) <0,
wobec czego

[f(x) = f(y)| =0

i w konsekwencji f jest funkcja stata.
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