Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1 LUX, zima 2018/19

KOLOKWIUM nr 80, 10.01.2019, godz. 8:15-9:00

Zadanie 89. (10 punktéw)
Funkcja f: (0, +00) — R jest okreSlona wzorem f(z)=1+x+2y/x. Funkcja g jest
zlozeniem 100 egzemplarzy funkcji f: g(x) = f(f(f(...f(f(z))...))). Obliczy¢ ¢'(100).

Rozwigzanie:
Niech f, bedzie ztozeniem n egzemplarzy funkcji f. Udowodnimy przez indukcje, ze

ful@) = (Va+n).
1° Zauwazmy, ze
fi@)=f)=(Va+1)”,
zatem dowodzone twierdzenie jest prawdziwe dla n = 1.
2° Zaktadajac
fulw)= (Va+n)”,

otrzymujemy

fn+1(x):f(fn(x))=f<(\/5+n)2>=( (\/5+n)2+1>2:(ﬁ+n+1)2,

co konczy zasadniczg czesé dowodu indukeyjnego.

Poniewaz g= floo,

g'(x)zCZU(\/E+100)2:2.<\/§+100)_ 1 Va+100 100

1+—

NN N

skad
g'(100)=11.
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Zadanie 90. (10 punktéw)

Na potrzeby tego zadania funkcje f: R — R nazwiemy treflor6zniczkowalng w pun-
kcie xq, jezeli istnieje granica

f&(xo) :}llii)l(l)f(xo—i—h) . f<170 h) ’

ktora to granice nazywaé bedziemy treflopochodng funkcji f w punkcie z.

a) (5 punktow) Dowiesé, ze jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie o, to jest
trefloréiniczkowalna w xo i wyrazié f*(xq) w zaleznoéci od f'(z).

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji treflopochodnej i zatozenia rézniczkowalnosci funkeji f w xy otrzy-
mujemy

f(ro+h)—f(xo—h)

L v [ fleoth)—flxo) | flzo)—flzo—R)\ _
f* (o) = Jim h _ili?)( h * h >_
. fleoth)—f(zo) . [flzo)—f(wo—h) . flzo) = f(zo—(=h))
=i R
= 7o)+ im PO _ o) 1 () =01 (w0).

b) (5 punktéw) Podaé przykiad funkcji f:R —R treflorézniczkowalnej w zerze,
ktora nie jest rézniczkowalna w zerze. Uzasadni¢ poprawnos$¢ podanego przyktadu.

Rozwigzanie:
Jezeli f jest funkcjg parzysta, to
s S f(=h) . f(h)—f(h) . 0
FPO== =l o

a zatem f jest trefloréiniczkowalna w zerze.
Dla otrzymania poprawnego przyktadu wystarczy rozwazy¢ funkcje parzysta f, ktéra
jest nieciggta w zerze (a wiec nierézniczkowalna w zerze), np.:

0 dla z#0,
f(x):{ 1 dla x=0.

Inne przyktady: funkcja parzysta okreslona wzorem f(x)=/|z| albo okreslona wzo-
rem f(z)=|z| jest ciagta w zerze, ale jest tam nierézniczkowalna (co tatwo sprawdzamy
bezposrednio z definicji).
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