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KOLOKWIUM nr 81, 17.01.2019, godz. 8:15-10:00

Zadanie 91 . (10 punktéw)

W kazdym z zadan 91.1-91.3 funkcja g;: R — R jest funkcja odwrotna do funkcji
fi :R— R okredlonej podanym wzorem. W kazdym z tych zadan podaj w postaci licz-
by catkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej funkcji ¢g; w trzech
podanych punktach.

Za kazda poprawng odpowiedz otrzymasz 1 punkt.

Za komplet poprawnych odpowiedzi otrzymasz dziesigty punkt.

91.1. fi(z) =2 +2x

93)=1/5 gi(12)= 1/14 g(712)= 1/50

91.2. fo(z) =2°+4x

g(5)=1/7 95(16)= 1/16 95(80) = 1/52

91.3. f3(z) =22+

gh(3)=1/7 gy(18)= 1/25 g4(57)= 1/55
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Zadanie 92. (10 punktéw)

W stozku o objetosci 1 chcemy umiesci¢ walec w taki sposob,
ze jedna z podstaw walca lezy w plaszczyznie podstawy stoz-
ka, a obwdd drugiej podstawy walca lezy na powierzchni bocz-
nej stozka. Rysunek obok przedstawia widok z boku, ewentual-
nie przekrdj ptaszczyznag zawierajaca wspolng os obrotu stozka
i walca. Jaka najwieksza objeto$¢ moze mie¢ walec?

Rozwigzanie:
Niech r bedzie promieniem podstawy stozka, a h jego wysoko$cia. Jezeli walec ma wy-
sokosé z € (0, h), to jego podstawa ma promien 7 - (1 — %), co ustalamy na podstawie
prostych rozwazan geometrycznych.

Wowcezas objetosé walca jest rowna

V(z)=m-z-r* (1—2)2 :

Zauwazmy, ze

lim V(z)= lim V(z)=0,

z—0t r—h—

a ponadto

Wobec tego V'(x) =0 dla x =h/3, co prowadzi do maksymalnej objetosci walca rownej
h/3)2_ mher? 44
h) 3 9 9

W powyzszych rachunkach skorzystaliémy z podanego w tresci zadania zatozenia, ze sto-
zek ma objetosé 1=mr2h/3.

V(h/3):7r-gl-r2- (1—

Odpowiedz: Najwieksza mozliwa objeto$é walca wynosi 4/9.
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Zadanie 93 (10 punktéw)
Udowodni¢, ze réwnanie
x2019 X (,.'E _ 2)2018 -1

ma co najmniej trzy rozwiazania.
Rozwigzanie:
Niech
f(l’) — 1‘2019 . (ZL’— 2)2018 )

Zauwazmy, ze f(1)=1 oraz
() = 2019 2205 (1 — 2)2018 4 2018 42019 . (5 — 2)2017 —
= (2019(x —2) +2018x) - 218 (2 — 2)*017 |
skad f'(1)=1.

Stad wynika, ze funkcja f przyjmuje wartosci wieksze od 1 w prawostronnym otocze-
niu jedynki, a poniewaz f(2) =0, na mocy wtasnoséci Darboux funkcji ciggtych wniosku-
jemy, ze f przyjmuje warto$¢ 1 w przedziale (1,2).

Pozostaje zauwazy¢, ze f(3) > 1, wobec czego funkcja f przyjmuje warto$¢ 1 w prze-
dziale (2, 3).

Wobec tego f przyjmuje warto$¢ 1 co najmniej trzykrotnie: w punkcie 1, w przedziale
(1,2) i w przedziale (2, 3).
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Zadanie 94 (10 punktéw)
Wyznaczy¢ najwieksza wartosé¢ funkeji f: R — R okre$lonej wzorem

f(z)=5sinz —sinbz .

Rozwigzanie:
Poniewaz funkcja f jest okresowa z okresem 27 i rézniczkowalna, wystarczy porownaé
wartosci funkcji w miejscach zerowych pochodnej znajdujacych sie w przedziale [0, 27).

Skoro

f'(z)=5cosx —5cosbz,
. N s , . , .
réwnanie f'(x) =0 jest réwnowazne réwnaniu
COSX = COSOT .
Poniewaz réwnosé
COST = COSY

jest rownowazna istnieniu liczby catkowitej k i znaku =+ takich, ze

y=2kr+ux,
otrzymujemy réwnanie
br=2kn+ux,
czyli
(5F1)-x=2km.
Wobec tego
k k
z="" lub =" ,
2 3

co w potaczeniu z warunkiem x € [0, 27) prowadzi do o$miu miejsc zerowych pochodnej
w jednym okresie.
Sprawdzajac wartosci funkcji f w tych osmiu punktach otrzymujemy:

f0)=0,  f(x/3)=3V3,  [f(x/2)=4,  [f(27/3)=3V3,
f(m)=0,  f@x/3)==3V3,  f(3n/2)=-4,  f(5n/3)=-3V3.

Odpowiedz: Najwieksza warto$é funkcji f jest rowna 3+/3.
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