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581. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(x) :3:c—|—‘x3—9x’

na przedziale [—4, V 10} oraz poda¢, w ktérych punktach te wartosci sg osiagane.

582. Wyznaczy¢ punkty, w ktorych funkcja f zdefiniowana wzorem

10-In(2?+1
flz)= %— OIlsgg—f—)%—arctgx

osiaga najmniejsza i najwieksza warto$¢é na przedziale [9, 11].

1
583. Udowodni¢ nieréwnosci < arctghl —arctgd9 < ——

1301 1201 °

1 1
584. Udowodnié¢ nieréwnosdci 9 <In9—-1n8 < 3

585. Rozstrzygnac, ktora liczba jest wieksza:
16-arctg7+1n13 czy 16-arctg8+1n10 ?

Wskazéwka 1: Podane liczby sa wicksze od 25, a réznia si¢ o mniej niz 0,02 — nie
probuj bezposredniego szacowania.
Wskazéwka 2: Zbadaj funkcje pomocnicza f(x) = 16arctgr —In(z%+1).

586. Dana jest funkcja f:[—4, 4] — R okreslona wzorem f(x)=+x2+9. Dowies¢, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—4, 4] zachodzi nieréwnosé

7@~ ) <5 kel
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581. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkeji f okreslonej wzorem

f(x) :3x+‘x3—9x’

na przedziale [—4, \/E} oraz poda¢, w ktorych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
2 —9r=(x—3)-x-(x+3).

Stad
‘ 3_91:‘_ 3—9z dla z€[-3,0]U[3,+0)
* | —2*+9z dla z€(—o00,—3)UE (0, 3)

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci

f(a:)—{ 23— 6z dla z€[-3, O]U[B, \/1_0}
| —24122 dla ze -4, -3)Ue(0,3)

W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu {—4, vV 10} jest dana wzorem

() = { 30:2—6  dla we(-3,0)U(3,V10)
—32?+12 dla ze(—4,-3)Ue(0,3)

W punktach —3, 01 3 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktow, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (—=3,0)U (3, \/1_O> rownanie f'(z) =0 sprowadza si¢ do 322 =6,
co ma dwa rozwigzania x =4+/2, z ktérych tylko jedno, a mianowicie x = —+/2, nalezy
do rozwazanego zbioru (—3, 0)U (3, \/1_0)

2° W przypadku z € (—4, —3)U € (0, 3) réwnanie f’(x) =0 sprowadza si¢ do 3z? =12,
co ma dwa rozwigzania x =12, z ktorych tylko jedno, a mianowicie x =2, nalezy do
rozwazanego zbioru (—4, —3)U € (0, 3).

Poréwnamy wartosci funkcji f w siedmiu punktach:
e konce przedziatu: —4 i \/1_0,
e miejsca zerowe pochodnej: —v/2 1 2,
e punkty, w ktérych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —3, 0 i 3.

f(—ﬁ):(—\/5)3+6-\/§=—2-\/§+6-¢§=4-¢§e(4,8), bo v2e(1,2),
f(\/l_o):(\/ﬁ)3—6~\/ﬁz1o-\/1_0—6~\/ﬁz4.\/ﬁe(lz,16), bo V10€(3,4).

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza réw-
na —9 w punkcie —3, a warto$¢ najwieksza rowna 16 w punktach —4 i 2.
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582. Wyznaczy¢ punkty, w ktérych funkcja f zdefiniowana wzorem
r  10-In(22+1)

flz)= 99 95 +arctgx
osiaga najmniejsza i najwieksza warto$¢ na przedziale [9, 11].
Rozwigzanie:
Roézniczkujemy funkcje f i korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na kwadrat
roznicy:
£() 1 10-2x 1 2?2 +1 20x 99 _

T09 09 (11) 2+l 99- (1) 99-(241) 9922+ 1)
22 —202+100  (z—10)?
T 99 (a2+1) 99 (224+1)”
przy czym w ostatniej nierownosci réwnosé zachodzi tylko dla x = 10. Poniewaz w intere-

sujacym nas przedziale pochodna funkcji f jest dodatnia za wyjatkiem jednego punktu,
w ktorym ma wartos¢ zero, funkcja f jest w tym przedziale rosnaca.

Odpowiedz: Funkcja f osigga warto$¢ najmniejsza na poczatku przedziatu, czyli
w punkcie 9, a najwieksza na koncu, czyli w punkcie 11.

Uwaga: Na ogdét w tego typu zadaniu nie badalibyémy znaku pochodnej, a jedy-
nie porownalibysmy wartosci funkeji na koncach przedzialu i w miejscach zerowania sie
pochodnej. Jednak w tym wypadku jest to praktycznie niewykonalne bez uzycia kalku-
latora, mamy bowiem:

1 10-1n82
= ~1,1 2
f9) 11 99 +arctgd~1,105925,
10  10-In101
10)=————- 10~1,1 4
f(10) 99 99 +arctgl0~1,105964 ,
1 10-In122
F(11) == — — =21 arctgll ~1,105993 .
9 99
583. Ud dni¢ nier¢ Sci 1< tgdl t49<1
. ni¢ nieréwnosci r —ar —.
owodni¢ nieréwnosci 1oo <arctg5l —arctg 1201

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej zastosowanego do funkcji f(z) = arctge
na przedziale [49, 51] wynika istnienie takiej liczby ¢ € (49, 51), ze

arctghl —arctgd9 = (51—49)- f'(c) =2 f'(¢).

Poniewaz 1
/ -
J@) =
z nieréwnosci 49 < ¢ < 51 otrzymujemy
1 2 2 2 2 2 1

1301 2602 512+1 Arctgol malcletI = a1 19241 2402 1201°

co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.
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1 1
584. Udowodni¢ nieréwnosci 9 <In9—-In8 < 3
Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej zastosowanego do funkcji f(z)=Inz na
przedziale [8, 9] wynika istnienie takiej liczby c € (8,9), ze
In9—In8= f'(c).
Poniewaz

@)=

x
z nieré6wnosci 8 < ¢ <9 otrzymujemy

1 1 1
§ < ln9—ln8:f’(c):g < g,

co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.

585. Rozstrzygnac, ktora liczba jest wieksza:
16-arctg7+1n13 czy 16-arctg8+1n10 ?
Wskazéwka 1: Podane liczby sa wieksze od 25, a réznia sie o mniej niz 0,02 — nie
probuj bezposredniego szacowania.
Wskazéwka 2: Zbadaj funkcje pomocnicza f(x) = 16arctgr —In(z%+1).
Rozwigzanie:
Roézniczkujac podana we wskazéwce funkcje pomocnicza otrzymujemy
16 2z 2(8—x)
f'@) =5 5-—57=-"5
x?+1 x%41 x4+1
dla = <8. Zatem funkcja f jest rosnaca w przedziale (—oo, 8]. W szczegdlnosci f(7) <
f(8), skad dostajemy kolejno:
16-arctg?7—1In50 < 16-arctg8 —In65,

16-arctg7+1n65 < 16-arctg8+1n50,

>0

16-arctg7+1In13+1n5 < 16-arctg8+In10+1n5,
16-arctg7+1Inl3 < 16-arctg8+Inl0.

Odpowiedz: Wigksza jest liczba 16-arctg8+1In10.

586. Dana jest funkcja f:[—4, 4] — R okreslona wzorem f(x)=+vax2+9. Dowies¢, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—4, 4] zachodzi nieréwnosé

4
(@)= fW)I< o o=yl
Rozwigzanie:
Sposdb I:
Nalezy udowodnié, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [—4, 4] zachodzi nie-
rownosé

’\/x2+9—\/y2+9’ < ;L-va—yl .
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Przeksztatcamy lewa strone dowodzonej nierownosci:
Va2 + 94y +9
22 +9— y1+ﬂ:{ T2 +9— y?+#~ =
‘\/ v v v Va2 +9+ Y7 +9
_ |$2_y2| :|l’—y| |IL’—|—y|
V2 + 9+ +9 Va2 + 9+ 49
Dowdd danej w tresci zadania nieréwno$ci bedzie zakonczony, jesli wykazemy nierow-
nos¢

[z +yl 4

V2 +9+v2+9 5’
ktora jest rownowazna nieréwnosci
4
yx+y|<5~<¢x1+9+v@2+9>.
Powyzszg nieréwnos$¢ dowodzimy korzystajac z nieréwnodci trojkata, wykorzystujac
réwnoéé |x| =22 oraz uwzgledniajac nieréwnosci 22 <16 i y? < 16:

922 1622 9y? 16y
< e 2 2: _— R, <
lz+y| <|z|+|y| =22+ \/y \/25 + 5% + 5% + 55
9.16 1622 9-16 16y? 16 16
< =] — (2249 (24 9) =
\/25+25 +\/25+25 \/25 <x+)+\/25 (y*+9)

zg-(¢¢1+9+v@2+9>.

Sposob 11:
Dla x =y dowodzona nieréwnos¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé

[f (@)= fW)=1f(c)-lx =yl
gdzie c lezy miedzy x i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone, jesli wykazemy, ze dla
dowolnej liczby x € [—4, 4] zachodzi nier6wnosé

4
@<z
Bezposrednie wyliczenia prowadza do:
2 x ||
|f/ (I)‘ = 2 = 2 = 2 ?
2-vVz?+9 Vz2+9 Va2+9

co jest oczywiscie mniejsze od 4/5 dla x =0, natomiast dla z # 0 mozemy kontynuowaé

oszacowania:
|| Va? 1 1 1 4

VaTEo  Varto V1t < Ji+2 /2516 5
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