Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2018/19

Rozwigzania niektorych zadan z listy 21.

626. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(x) :x+‘x2—6’

na przedziale [—4, 3| oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

2?—6 dla z€ (—oo, —\/6} U [\/6, —l—oo)

—224+6 dla ze€ (—\/6, \/6)

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci

r+22—6 dla z€ {—4, —\/6} U {\/6, 3}

r—2246 dla z¢€ (—\/6, \/6)

W konsekwencji pochodna funkeji f wewnatrz przedziatu [—4, 3] jest dana wzorem
1422 dla e (-4, -v6)U(V6,3)

1-22 dla z€ (-6, V6)

W punktach —v/6 i v/6 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygadé
jej istnienia — wystarczy dotaczyé¢ te punkty do listy punktéw, w ktérych obliczymy
wartosé¢ funkeji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku = € (—4, —\/6> U <\/6, 3) réwnanie f’'(z) =0 sprowadza sie do row-
nania 1+2x =0, co ma rozwiazanie x = —1/2, ktére jednak nie nalezy do rozwazanego
zbioru (—4, —\/6) u(\/é, 3).

2° W przypadku z € (—\/6, \/6> réwnanie f'(x) =0 sprowadza sie do 1 — 2z =0, co ma
rozwiazanie x = 1/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—\/6, \/6)

fx)=

f'(x) =

Poréwnamy wartosci funkeji f w pieciu punktach:
e konce przedzialu: —4 i 3,
e miejsce zerowe pochodnej: 1/2,
e punkty, w ktérych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —v/6 i v/6.

f(=4)=6,
f(=V6)==V6,
F(1/2)=6.25,
F(V6) =6,
f(3)=6.
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Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza réw-
ng —v/6 w punkcie —/6, a wartoé¢ najwicksza réwna 6,25 =25/4 w punkcie 1/2.

627. Wyznaczy¢ punkty, w ktérych funkcja f zdefiniowana wzorem

9 81
r)=———+lnz
osiaga najmniejsza i najwieksza wartosé na przedziale [4, 5].

Rozwigzanie:
Roézniczkujemy funkcje f i korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat
roznicy:
. 9 8 1 1 9 81 422-36z+81 (22—9)°
f(x):_72+73+*:*_72+73: 3 = :
x> 4dxd x o 1?4z 4x 4x
przy czym w ostatniej nier6wnosci réwnosé zachodzi tylko dla z =9/2. Poniewaz w inte-
resujacym nas przedziale pochodna funckji f jest dodatnia za wyjatkiem jednego punktu,
w ktorym ma wartos$é zero, funkcja f jest w tym przedziale rosngca.

>0,

Odpowiedz: Funkcja f osigga warto$¢ najmniejsza na poczatku przedziatu, czyli
w punkcie 4, a najwieksza na koncu, czyli w punkcie 5.

Uwaga: Na ogdét w tego typu zadaniu nie badalibyémy znaku pochodnej, a jedy-
nie porownalibysmy wartosci funkcji na koncach przedziatu i w miejscach zerowania sie
pochodnej. Jednak w tym wypadku jest to praktycznie niewykonalne bez uzycia kalku-

latora, mamy bowiem:

207
f(4) = J5g +1n4~3,00348

F(9/2)= §+ln(9/2) ~3,00408,,

279
=—+Inb~ 444 .
f(5) 200—|—n5 3,00

628. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(x) :x+‘x2—x—12’

na przedziale [—5, 5| oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

v —r—12=(z—4)-(z+3).
Stad
‘x2_$_12‘_ ?—z—12 dla z€(—o0, —3]U[4, +00)
| —2*+x+12 dla xe(-3,4)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
fla) = =12 dla ze€[-5, —3]U[4, 5]

| —2? 422412 dla ze(-3,4)
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W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—5, 5] jest dana wzorem

J(a) = { 2z dla z€ (=5, -3)U(4,5)
—2x+2 dla ze(-3,4)

W punktach —3 i 4 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (=5, —3)U (4, 5) réwnanie f'(z)=0 sprowadza si¢ do 2z =0,
co ma rozwiazanie x = 0, ktére jednak nie nalezy do rozwazanego zbioru (—5, —3)U (4, 5).

2° W przypadku x € (=3, 4) rownanie f’(x)=0 sprowadza si¢ do —2x+2=0, co ma
rozwiazanie x = 1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (-3, 4).

Poréwnamy wartosci funkeji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —5 1 5,
e miejsce zerowe pochodnej: 1,
e punkty, w ktorych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —3 i 4.

f(=5)=13,

f(=3)=-3,
f(1)=13,
f(4)=4,
f(5)=13

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga warto$¢ najmniejsza réw-
na —3 w punkcie —3, a warto$¢ najwieksza rowna 13 w punktach —5, 11 5.
629. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartosé¢ funkeji f okreslonej wzorem

f(z)=2"— V922 +62+1

na przedziale [—2, 2| oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

@) =2 =Vor2 +6u+1=2%—\/(3x+1)2 =" — |3z +1]
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
*—3z—1 dla z€[-1/3,2]
fe)= { ??*+3zx+1 dla ze€[-2,-1/3)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedzialu [—2, 2] jest dana wzorem
)= { 2¢—3 dla xze€(-1/3,2)
2043 dla ze(—-2,-1/3)

W punkcie —1/3 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej

istnienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.
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Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (—1/3, 2) réwnanie f'(x) =0 sprowadza si¢ do 2z —3 =0, co ma
rozwiazanie x = 3/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—1/3, 2).

2° W przypadku x € (—2, —1/3) réwnanie f'(x) =0 sprowadza si¢ do 2z +3 =0, co ma
rozwiazanie x = —3/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—2, —1/3).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —2 1 2,
e miejsca zerowe pochodnej: —3/2 1 3/2,
e punkt, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1/3.

f(=2)

f(=3/2 )2—5/4
f(=1/3)=1/9,
£(3/2)=—-13/4,
F(2)=—3=—12/4.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga warto$¢ najmniejsza réw-
ng —13/4 w punkcie 3/2, a warto$¢ najwieksza réwna 1/9 w punkcie —1/3.

630. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwiekszg wartos¢ funkcji f okreslonej wzorem
f(z)=+162%— 162 +4—2?
na przedziale [—1, 3] oraz poda¢, w ktorych punktach te wartosci sa osiagane.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

f(@)=V1622 =162 +4—2° = /(40 —2)2 — 2% = |42 — 2| —
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
dr—2—2* dla x€(1/2,3]
{ —4r+2—2* dla z€[-1,1/2)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—1, 3] jest dana wzorem

o 4-2r dia ze(1/2,3)
fi(x)= —4—-2z dla ze(-1,1/2)

W punkcie 1/2 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej ist-
nienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (1/2, 3) rownanie f'(z) =0 sprowadza si¢ do 4—2z =0, co ma
rozwiazanie x = 2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (1/2, 3).

2° W przypadku x € (—1, 1/2) réwnanie f'(x) =0 sprowadza si¢ do —4 —2x =0, co ma
rozwigzanie x = —2, ktére nie nalezy do rozwazanego przedziatu (—1, 1/2).

fz) =
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Poréwnamy wartosci funkcji f w czterech punktach:
e konce przedziatu: —1 1 3,
e miejsce zerowe pochodnej: 2,

e punkt, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: 1/2.

f(=1)=5,
f(1/2)=—1/4,
f(2)=2,
fB)=1

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga warto$¢ najmniejszg réw-

ng —1/4 w punkcie 1/2, a warto$¢ najwieksza réwna 5 w punkcie —1.
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