Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2018/19

Egzamin, 19.06.2019, godz. 9:00-13:20

Zadanie 1 1. (10 punktéw)
W kazdym z zadan 11.1-11.5 podaj w postaci uproszczonej sume szeregu.
Za kazda poprawng odpowiedz otrzymasz 2 punkty.

11.1. ioj (Yn—"Vn+l)=0
n=1

112, Y (Vn— "nT2)=v2—1

11.3. ioj (Vn—""/n+3)=v2+V3-2

a3 (V- "Wt 1) =v2-1

11.5. i(W—— "n+2)=v2+v3-2

Zadanie 1 2. (10 punktéw)

W kazdym z zadan 12.1-12.5 podaj w postaci uproszczonej norme supremum funk-
cji f okreslonej podanym wzorem w podanej dziedzinie.

Przypomnienie: || f||=sup{|f(z)|: x € Ds}.

Za kazda poprawng odpowiedz otrzymasz 2 punkty.

12.1. f(m):x2—5, Df:(_173)7 ”sz5

12.2. f(z)=2"~15, D;=(-1,3), |fl[=16

1

12.3.f(a:):m, Dy=R, |f]=1/4
1

12.4.f(:z;):m, Di=R, [fl=1
1

12.5.f(x):m, Dy=R, |fll=4/3
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Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2018/19

Zadanie 1 3. (10 punktéw)

W kazdym z zadan 13.1-13.5 zapisz w postaci przedziatu zbiér wszystkich rzeczywi-
stych wartosci parametru p, dla ktérych podany szereg jest zbiezny.

Za kazda poprawng odpowiedz otrzymasz 2 punkty.

> 1
13.1. > - jest zbiezny dla p € (1, +00)

n=1

13.2. ioj (=1)"

jest zbiezny dla p € (0, +00)

13.3. > (2p—1)" jest zbiezny dla pe (0, 1)

8

13.4. > (2p+1)" jest zbiezny dla pe€ (—1, 0)

n=1

[V]8

13.5. > (3p+1)" jest zbiezny dla pe(—2/3,0)

1

n

Zadanie 14. (10 punktéw)

W kazdym z zadan 14.1-14.5 podaj w postaci uproszczonej promien zbieznosci sze-
regu potegowego.

Za kazda poprawng odpowiedz otrzymasz 2 punkty.

00 (277, .xn

. n=1 9" ,

S
~——

R=9/4

14.2. fj <”7

00 ( :
14.3. )~ —

14.4. Y <3n) 3".2*, R=2/9

e}
14.5. >
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Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2018/19

Zadanie 19 . (10 punktéw)

3
d
Obliczy¢ wartosé caltki oznaczonej / 375 . Doprowadzi¢ wynik do po-
staci niezawierajacej ,arctg”. ) 1+ Va?—4x+4
Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze

3 3
/ dx _/ dx
S 14+ —dr+4 1+(m)2

i wykonujemy podstawienie t = &/z — 2, czyli x =342 i formalnie dx = 3t* dt. Otrzymu-
Jemy
1

/3 dx 3t2 dt 3/t2—|—1—1dt / 3/
/ 1+(§/m)2 1+t 1+¢2 1+

-1

1
3
=6-—3-arctg 1+3-arctg(—1):6—3-z+3 T

=6—3- tgt
arctg 1 1 5

t=—1

3
Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartos¢ 6— ?ﬁ

Egzamin 19.06.2019 -3 - Rozwigzania zadan
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Zadanie 1 0. (10 punktéw)

oo

Obliczy¢ wartos¢ calki niewtasciwej / 165396 . Doprowadzi¢ wynik do postaci In w,
gdzie w liczba wymierna dodatnia. 1/3
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
1 A Bz+C

7 (1622+1) = 162241

1=A-(162%+1) +(Bz+C)-x

1=16Az*+ A+ Ba*+Cxzx,

1—=A, 0=C, 0=16A+B,

A=1, B=-16, C=0.
Wobectego1

71 16z 1 -
" dz={ln|z|—=-In (162> 1) =
/ 16x2+1 = [ gy o= (wlel =5t (16 41)
1/3 1/3 z=1/3
2 > 2 1
—Iny———|  =[lmln/——— | -In /9 =In ,/ -~ =
1622 +1 z—00 162241 16—|—
x=1/3
1
=ln-—-In-=In-.
4 5 4

5
Odpowiedz: Podana catka niewltasciwa ma wartos¢ In 1

001 o0
/—dx, /Ldl‘
x 162241
1/3

Uwaga: Catki

1/3
sg rozbiezne, a granice
lim In |z|, lim In (163:2 + 1)

sg nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadza-
cej do nieoznaczonosci oo —o0o. Pojawienie sie tego typu wyrazen spowoduje obnizenie
punktacji, jesli jednak rachunki wrécg na odpowiednie tory, zadanie moze by¢ uznane
za rozwiazane (czyli otrzymaé 50% lub wiecej punktow).

Odpowiednie poradzenie sobie z przej$Sciem granicznym jest kluczowa cze-
$cig zadania. Bez tego elementu, nawet przy poprawnym wyniku liczbowym,
zadanie nie moze zostaé¢ uznane za rozwigzane (a wiec ocena cze$ciowa musi
by¢ mniejsza od 50%, czyli od 5 punktéw).

L Argumenty logarytméw sa dodatnie w przedziale catkowania, wiec moduly mozna pominaé.
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Zadanie 21 . (10 punktéw)

V3

Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej / x3-arctg x dr. Doprowadzi¢ wynik do postaci
0

w-m, gdzie w liczba wymierng.

Rozwigzanie:
Calkujac przez czesci otrzymujemy
V3
f3 tgrde= " arct fﬁ L 4 tg V3 17%4_1“65
x°-arctg x dr = — -arctg x — [ — r=—-arc —= x=
& g e 412 TRV T
0 2=0 O 0
V3
9 7 \//§2 n 1 p 3t 1 [ ©aret
=—.——= cfxt— r=———| =——z+arctgx =
1371/ 1+2? 1 1|3 &
=0

37 1 3
=0 (V3 \Barctg v3) =m0 _ £
A 4<‘[ V3-+arctg V3) 1 12 12 3

. 2
Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartos¢ 5
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Zadanic 22 (10 punktéw)

2
Obliczy¢ wartosé catki oznaczonej / sinz-cos'z dz. Doprowadzi¢ wynik do postaci
w- T, gdzie w liczbg wymierng. 0
Rozwigzanie:
Sposob I (bezposrednie rachunki): Uzyjemy liczb zespolonych do wyprowadzenia odpo-
wiedniej tozsamosci trygonometrycznej.
Przyjmijmy z = cosz +isinx, co daje

2" =cosnxr+isinnx, z "=cosnr—isinnr, CcosSnNT = T — sinnx =
Przy tych oznaczeniach otrzymujemy:

z—zl>2. <2—1—21>4 (2724272 (P42 6 +42 2427
21 2 —64
042 A4 227 2O cosbr cosdr cos2x 1

sin®x-costz = (

—64 32 16 * 32 16
Inna wersja najbardziej uciazliwego fragmentu powyzszych rachunkéw:

e AN O AN S T e R B A O e S SR A
o) ()= ) ) -0 ) ) -
(=242 (22424272 2422022 —4—22427" 4270

—64 a —64 ‘

Teraz mozemy obliczy¢ dana w zadaniu catke (zauwazenie, ze catka z cosinusa po pel-
nym okresie jest zerem, pozwala wydatnie uproscié¢ obliczenia):

27r. 9 4 i cosbr cosdxr cos2xr 1 s
/sm T - COS mdm:/— — + 4+ —dr=—.
J / 32 16 32 16 8

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartos¢ /8.

Sposdb 11 (uzycie wielomiandw trygonometrycznych dla uproszczenia rachunkow):
Przy oznaczeniach jak w sposobie I otrzymujemy:

—z_1> <z+2_1>2 (z—z71)- (2 +2+272) ZB+z—zt—23

sinz - cos?z = (Z = =
2 2 &1 &1
_ sin3z+sinx
B 4
Ze wzoru Parsevala? dla funkcji

si sin3
f(x):sin:c-cos%:%—i— 111137

otrzymujemy
2m

/Sin2:p-0084xdx:7r(f(x))2 de=m- <<i>2+ <i)2> =3

0

9

2Wzér Parsevala dla szeregéw trygonometrycznych stosuje sie takze do wielomianéw trygonome-
trycznych, ktore sa szeregami o skonczonej liczbie niezerowych wyrazow.
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Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2018/19

Zadanie 23« (10 punktéw)

o] 8n

z
Wyznaczy¢ obszar zbiezno$ci zespolonego szeregu potegowego E 6
n

n=1

Poda¢ w postaci kartezjanskiej liczby zespolone uzyte do opisania obszaru zbieznosci.
Rozwigzanie:

Stosujac kryterium Cauchy’ego (mozna tez zastosowaé kryterium d’Alemberta) otrzy-

mujemy

ZSn
167 -n

N

16 Un 16

n

Jezeli |2]®/16 < 1, czyli |z| < /2, to dany szereg potegowy jest zbiezny.
Jesli zas |2|®/16 > 1, czyli |z| > v/2, to jest on rozbiezny.

Wobec tego promien zbieznosci szeregu jest réwny /2 i pozostaje zbadaé¢ zbieznosé
na okregu ograniczajacym koto zbieznosci.

Niech wiec |z| = V2. Wéwezas dany szereg potegowy przyjmuje postacé

00 ZSn 00 w"
;1671%:;?’

gdzie w = 28/16 jest liczba zespolona o module 1.

Jezeli w# 1, to powyzszy szereg jest zbiezny zgodnie z uogodlnieniem kryterium Leib-
niza o szeregach naprzemiennych.

Natomiast dla w =1 otrzymujemy szereg harmoniczny, a wiec rozbiezny.

Pozostaje rozwigza¢ réwnanie 28/16 =1, czyli 2® = 16.

Jednym z rozwiazan jest z=+/2, a pozostale rozwigzania leza na okregu o $rodku
w zerze i promieniu /2 w réwnych odleglosciach katowych — maja argumenty km /4
przy k=1,2,...,7.

Odpowiedz: Podany szereg jest zbiezny w kole o $rodku w zerze i promieniu v/2
wraz z brzegiem oprécz o$miu punktéw: ++/2, +iv/2 oraz +1+,1.
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Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2018/19

Zadanic 24 . (10 punktéw)

Obliczy¢ granice (ciagu)
55n
lim n?- Z VvVn+vVon+k

n—oo

dla tak dobranej wartosci rzeczywiste;j parametru p, aby granica ta byta dodatnia i skon-
czona.

Rozwigzanie:
Przeksztalcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:

55n 55n 55n ]{Z
nP. Z\/ Von+k np+1 Z\/ Von+k np+5/4 Z 1+\/9+f=
k=1
1 55n
:nP+5/4 Zf( )
gdzie f(x)=\14+v9+uz.

Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciagta, jej sumy Riemanna odpo-
wiadajace ciagowi podziatow przedziatu catkowania na 55n przedzialéw rownej dlugo-
sci 1/n daza do calki oznaczonej, przy obliczaniu ktorej korzytsamy z podstawienia

=\V1+v9+zx, czyli x—( —1)2—9:254—2752—8iformalnie dx:(4t3—4t) dt.
1 95n 99 3 3
lim —- Zf( ) /f(x)dx:/ 1+\/9+xd1‘:/t~(4t3—4t> dt:4-/t4—t2dt:
0 0 2 2

n—oon
2152

5
(.t
5 3
15

Powyzsza warto$¢ bedzie granica rozwazanego w zadaniu ciggu, o ile wyktadnik w wy-
razeniu n?*%/4 bedzie réwny 0, czyli dla p= —5/4.

‘<211 19)24'633—95_4 538

5 3 5 3 15 15

» (243—32 27—8)_
t=2

Odpowiedz: Dla p=—5/4 dana w zadaniu granica ciagu jest réwna 2152/15.

Uwaga: Jezeli nie zostata podana prawidlowa warto$¢ p=—5/4, ocena za zadanie
nie moze by¢ wyzsza niz 4 punkty.
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Zadanie 29« (10 punktéw)

n
4+4

Obliczy¢ sume szeregu Z

Rozwigzanie:
Roztézmy na utamki proste wyraz ogdlny szeregu:
no n  An+B Cn+D
ni+4  (n2—2n+2)-(n24+2n+2) n2—2n+2 i n?+2n+2’

n= (An+B)-(n2+2n+2)+(Cn+D)~ <n2—2n+2> :

n=An3+2An?+2An+ Bn®>+2Bn+2B+Cn® —2Cn*+2Cn+ Dn*> —2Dn+2D ,

0 = 2B+2D, (n®)
1 = 24+42B+2C-2D, (n')
0 = 2A+B-2C+D, (n?)
0 = A+C. (n?)
Z pierwszego i czwartego roéwnania dostajemy odpowiednio D = — B oraz C'= — A, co pro-

wadzi kolejno do

0 = 24+B+2A-B,

1 = 4B,
0 = 4A,

B=1/4, D=-1/4, A=C=0.

{1 = 24+2B-2A+2B,

Zatem
no 1/4 1/4 B 1/4 1/4
ni+4 n2—2+42 n2+2n+2 (n—124+1 (n4+1)2+1°
W konsekwencji sumy czesciowe danego szeregu wyrazajg sie wzorem

N 1/4 1/4 B
Zn4+4 Z( )2+1 (n+1)2+1>_

n=1 =1

(14 1/4 /4  1/4 /4 1/4

_<o2+1_22+1> <12+1_32+1>+<22+1_42+1>+
1/4 1/4 1/4 1/4

+<(N—3)2+1_(J\f—1)2+1>+<u\f—2)2+1_N2+1>+

1/4 1/4 14 14 1/4 1/4 3
(i ) W

1241 (N+12+1) 0241 1241 N241 (N+1)2+1 8
przy N — oc.

OdpowiedZ: Suma danego szeregu jest réwna 3/8.
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Zadanie 20 . (10 punktéw)
Dana jest taka funkcja ciagla f: R — [0, 00), ze

/f(x)dx<2 oraz /(f(x))3da:<8.
Dowiesc, ze - -
| @) da<c,

gdzie C'=5 (wersja latwiejsza za 5 punktéw)
lub C'=4 (wersja trudniejsza za 10 punktéw).
Rozwigzanie:
7 nierownosci miedzy srednimi geometryczng i arytmetyczna, po skorzystaniu z kryte-
rium poréwnawczego dla calek niewtasciwych, otrzymujemy

[ @ de= [ Vi@ G s [T,

:;_[O f(x)dx—i—é-_[o (f(x))* da:<;2—|—;~8:5,

co konczy rozwigzanie za 5 punktow.

Z nier6wnosci miedzy Srednimi geometryczng i arytmetyczna, po skorzystaniu z kry-
terium poréwnawczego dla catek niewtasciwych, otrzymujemy

7uwfw—7«mwuwﬁw—7¢wm‘&?im<7”“Ef@ﬁw—

:;/Qf(x)dx+;/(f(2x)) de:/f(l")d33+i‘/(f(f))de<2+i'8:4’

co konczy rozwiazanie za 10 punktow.
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Zadanie 31« (10 punktéw)
Rozstrzygnac, czy warto$¢ catki oznaczonej

8
/\3/x2 15 de~4,146
7

jest mniejsza czy wieksza od 199/48 ~4,146.
Rozwigzanie:
Oznaczmy przez f funkcje podcatkows:

flz)= Va2 +15.

Woéwezas -
!/
fl(z)= 3-(12415)
oraz
) = 2 __ 822 _ 6:(a?+15) 812 _
3-(22+415)7  9-(224+15)%  9-(22+15)"*  9-(22415)**
622 +6-15—8z? —22°+90  2-(—a?445)

9-(22+15)”°  9-(22+15)"% 9. (a2+15)"/?

dla z > v/45, skad wynika, ze funkcja f jest $ci$le wklesta w przedziale [\/E, oo) zawie-
rajacym interesujacy nas przedzial catkowania [7,8].

Zatem wykres funkcji f dla > 7 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie 7. Poniewaz f(7) =4 oraz f'(7)=7/24, dla > 7 zachodzi nier6wnos¢

T(z—T)
24

f(x) <4+

i w konsekwencji
8

8

T(z—=T) 7 199

\3/ 241 /4 =44+ —=—"
7/ x+5dw<7 + 2 dx +48 R

Wartos¢ ostatniej catki mozna obliczy¢ catkujac bezposrednio albo interpretujac ja geo-
metrycznie jako pole odpowiedniego trapezu.

Odpowiedz: Warto$¢ podanej calki oznaczonej jest mniejsza od 199/48.
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Jarostaw Wroblewsk:

Analiza Matematyczna 2, lato 2018/19

Zadanie 32« (10 punktéw)

Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego Zan o wyrazach dodatnich, ze szereg

= Ja
Z \/— jest rozbiezny.
n=1 n
Rozwigzanie:
Niech

dla n>2 oraz a; = 2019.
Woéwcezas®

oraz

o0

n=1
1
apn, = 5
n-(logyn)
Y=Y <t
n=2 nzzn'Ungn)
> Ja > 1
D IRVALI o S
=V n  =n-logyn

3Zmiana dolnej granicy sumowania nie wplywa na zbieznoéé szeregu.

Egzamin 19.06.2019
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Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2018/19

Zadanie 33« (10 punktéw)

o o o
Poda¢ przyktad takiego ciagu (a,), ze szeregi 3 a3 i 3 a sa zbiezne, a szereg 3 a’
n=1 n=1 n=1
jest rozbiezny.
Rozwigzanie:

Przyktadem o wlasnosciach sformutowanych w tresci zadania jest ciag (a,,) zdefiniowany
wzorem

—— dla r=1,
Af(m—1)4r =

—77\/% dla 7“:2,3.

Powyzszy ciag prowadzi do nastepujacych szeregow:

> 2 1 1 2 1 1 2 1 1
5 _o9__1__ _ _ — _ — — =
nglan _2 1 1+ 7/25 7/25 7/25 + 7/35 7 35 7/35 _I_ 7/45 7/45 7/45

2 1 1 2 1 1
:(2‘1‘1”(%‘ T W>+<@‘ 7 735>+
2 1 1 >
n . o =04040+0+...=>.0=0.
((/4—5 75 \7/4—5) nz::l

Odnotujmy, ze wobec a,, — 0 mozemy najpierw sumowac po trzy kolejne wyrazy szeregu,
a potem dodawaé¢ otrzymane sumy.

il 21/5 1 1 2745 1 1 275 1 1
Sal =211+

— > T2 2773 37374 TiTav
S (@1 215 1 1 N 215 1 1 N 215 1 1\
B 2 2 2 3 3 3 4 4 4)7

:(27/5—1—1)+( 5 + ; + 1 +...=

=1
= (27/5 —-1- 1) Y = =+400. (szereg harmoniczny)

> 29/5 1 1 29 1 1 29 1 1
Sah =211 - =
2 n 99/7  99/7  99/7 1 39/7  39/T  39/7 " 49/7  49/T  49/T"""

 (o9ss 295 1 1 2951 1
- (2 —1- 1) + 99/7  99/7  99/7 + 39/7  39/7  39/7 +

+<29/5 ! 1)..._(29/5_1—1)+(29/5_1_1) (2 -1-1)

49/7  49/T  49/7 99/7 + 39/7 +
(25 -1-1) < q
_(99/5
Egzamin 19.06.2019 -13 -
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Zadanie 34 (10 punktéw)
Podaé przyktad takiej funkeji ciagtej f: R — [0, 00), ze calka

/ f(z)dx
jest zbiezna, ale catka

7f<x)-mdx

jest rozbiezna.

Rozwigzanie:
Wykresem funkcji f sa ramiona opisanych nizej tréjkatow rownoramiennych, a poza
tym f jest rowna 0.

Trojkaty sa parametryzowane liczbami naturalnymi n. Trojkat o numerze n ma wierz-
chotki o nastepujacych wspotrzednych:

1 1
(n_8n,0>, <n+8n,0), (n,4n)

1
Pole n-tego trojkata jest rowne o skad

/f(x)dx:Z;n:L
oo n=1

Wykres funkeji f1/f stanowia tréjkaty krzywoliniowe (o krzywoliniowych ramionach).
Wysokosé n-tego trojkata krzywoliniowego jest rowna 8", a jego pole

1
c.—-8"=C,
8n
gdzie C jest pewna stala? (réwna 4/5, jesli kogo$ to interesuje). Stad

/f(x)-\/f(x)dxziC:—l—oo.

4Wynika to z faktu, ze wszystkie te tréjkaty krzywoliniowe sa afinicznie réwnowazne, czyli maja
ten sam ksztalt zdeformowany pewnym rozciaganiem w kierunku poziomym i pewnym rozcigganiem
w kierunku pionowym. Zatem dla tej rodziny tréjkatéw krzywoliniowych istnieje uniwersalna stata C|
przy ktorej pole jest réwne C' x podstawa X wysoko$¢.
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Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2018/19

Zadanie 3O« (10 punktéw)
W kazdym z zadan 35.1-35.10 podaj w postaci uproszczonej wartosé¢ catki oznaczo-
nej. Za kazda poprawna odpowiedz otrzymasz 1 punkt.

o0

A(x):ZSiz;m, B(x)zisirg;w,
n=1 n=1
>, sinnx >, sin2nx
Clx)= , D(z) = .
(z) ; 1o (z) n; o
2 T 2T T
35.1. [A(z)’dw=—_ 35.2. [B(x)’dr=_
; 15 / 24
27 T 2w T
35.3. [C(z)*dw=_ 35.4. [D(x)*dr=__
0 99 0 99
21 T 2w T
35.5. [A(z)B(x)dz = 5 85.6. [ A(x)C(z)dx= =5
0 0
2m T 2 o
35.7. 0/ A(w)D(x)dr = 35.8. 0/ B(a)C () dv="_
21 . o2 -
35.9. O/B(x)D(a:) do= o 35.10. O/C’(x)D(a:) do= oo

Egzamin 19.06.2019 - 15 - Rozwigzania zadan



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2018/19

Zadanie 30 . (10 punktéw)
W kazdym z zadan 36.1-36.10 podaj w postaci uproszczonej wartosé¢ catki oznaczo-
nej. Za kazda poprawna odpowiedz otrzymasz 1 punkt.

o0

) cosnx +1isinnx . L
Wskazowka: ) =" (cossinz +isinsinz) .
= n!
2T
36.1. /ecosm -cossinz -cosz dr =
0
2T

36.2. /ecosm -cossinx -cos2x dr =m /2

o

36.3. /ecosm -cossinz -cos3x dr =1 /6

36.4. /ecosx -cossing - cosdx dxr =7 /24

36.5. /eCOSI -cossinz - cosbx dex = /120

36.6. /ecosx -sinsinz -sinz dx = 7

36.7. /ecosx -sinsinz -sin2z dr =7 /2

36.8. /ecosx -sinsinz -sin3z dr =7 /6

36.9. /ecosx -sinsinz -sindx dx = /24

36.10. /eCOSm -sinsinz -sinbz dxr = /120
0
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