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KOLOKWIUM nr 81, 30.04.2019, godz. 8:15-10:00

Zadanie 81 . (1000 punktéw do podziatu)
Dana jest taka funkcja ciagla f: R — [0, 00), ze calki

/ f(z)dx oraz, / (f(x))® dx
sg zbiezne. Dowies¢, ze c;H{a :
[ (fl))? da

jest zbiezna.

Rozwigzanie:
7 nierownosci miedzy srednimi geometryczng i arytmetyczna, po skorzystaniu z kryte-
rium poréwnawczego dla calek niewtasciwych, otrzymujemy

[ @ ar= [ Vi@ -(f@) ar< [T,
17 17 5
—2-[0f(:v)dx+2-oo (f(z))" de <4o0.
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Zadanie 82. (1000 punktéw do podziatu)
Obliczy¢ granice (ciagu)
) (VI+V2+V3+VA+ b+ +Vn—3+¢n—2+ {*/n—1+\4/ﬁ)k
im
o (Y14 Y2+ W3+ YA+ 5+ Vn—3+ ¥n—2+ ¥n—1+ ¥n)"
dla tak dobranych wzglednie pierwszych liczb naturalnych k£ i m, aby granica ta byta
liczba rzeczywista dodatnig.
Rozwigzanie:
Oczekujemy, ze suma wystepujaca w liczniku jest rzedu wielkosci n®/4, gdyz mamy tam
n sktadnikéw, a wiekszo$é z nich jest rzedu n'/?.
Zauwazmy, ze

I SRR 3 O S (]
gdzie f(z)= V.

Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciggta, jej sumy Riemanna odpowia-
dajace ciagowi podziatéw przedziatu [0, 1] na n przedzialéw réwnej dtugosci 1/n daza
do catki oznaczonej:

41.5/4 !

i 321 (3) = fronae [,

Analogicznie oczekujemy, ze suma wystepujaca w mianowniku jest rzedu wielko-
$ci n/8, gdyz mamy tam n sktadnikéw, a wiekszo$é z nich jest rzedu n'/.
Zauwazmy, ze

4
5

z=0

LD SRS o (R ST
gdzie g(z) = ¥w.

Poniewaz funkcja ¢ jest catkowalna jako funkcja ciggta, jej sumy Riemanna odpowia-
dajace ciagowi podziatéw przedziatu [0, 1] na n przedzialéw réwnej dtugosci 1/n daza
do catki oznaczonej:

1
9/8
hmZg( > /g d:r—/\/_dx—&c :§.
n—oo = » 9
Wobec tego
4/~ —5/4 4 )
. (5Y) N v (5 ) ey
n—o00 (i \/—) n—o00o (n_g/g' i %) (8/9)m )
i=1

o ile 5k/4=9m/8, czyli k=9 i m=10.

49.910 320

59.810  912.59°
20

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica ciggu jest rowna ——— 51259 dla k=91 m=10.

Dla tych wartosci k£ i m szukana granica jest rowna
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Zadanie 83« (1000 punktéw do podziatu)

Obliczy¢
1010 1

1,1
n=1 n

gdzie [y] oznacza czesé catkowita liczby y.

Rozwigzanie:
W rozwiazaniu skorzystamy z nieréwnosci (zréb rysunek):
10 1010 10_
W e
11 11 L1
n=2n 1 z n=1 n
gdzie
1010 1010
dx 10
=— =—14+10=09.
/ 211 20,1
1 r=1
Z lewej nierownosci otrzymujemy
10 10 1010
10 1 10 1 dﬂf
Yol i [ =0,
n:ln ’ n:2n ’ o

Z kolei prawa nieréwnos$é¢ prowadzi do

1010 1010_1 1010
1 1 1 1 dx 1
TR Dl T s [ =g t9> 9
Wobec tego
1010 1
9< Zlnlvl <10.

Odpowiedz: Podana liczba jest rowna 9.
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Zadanie 84. (1000 punktéw do podziatu)
Rozstrzygnac, czy warto$¢ catki oznaczonej

37
/ Y7 1432 dr ~ 12,08333
36

jest mniejsza czy wieksza od 145/12~12,08333.
Rozwigzanie:
Oznaczmy przez f funkcje podcatkows:

flz)= Va2 +432.

2z
3- (22 +432)*"

Woéowezas

f'(x) =

oraz
2 82 6 (2*4432) 8z? B
3-(22+4432)7° 9. (22+432)"7 9. (22+432)°* 9. (22+432)"/3
627 +6-432 822  —22°42.36>  2-(—a2?+367)

9-(22+432)”%  9.(22+432)°% 9. (22+432)°°

dla = > 36, skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wklesta w przedziale [36, co).

Zatem wykres funkcji f dla x > 36 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkeji f
w punkcie 36. Poniewaz f(36)=12 oraz f'(36)=1/6, dla x > 36 zachodzi nieréwnos¢
f(z) <12+ (2 —36)/6 i w konsekwencji
37 37
/\3/x2+432dx</12+$_36 dr=12+ -~ =11

6 12 12

36 36
Wartosé ostatniej catki mozna obliczy¢ catkujac bezposrednio albo interpretujac ja geo-
metrycznie jako pole odpowiedniego trapezu.

f'(@) =

Odpowiedz: Warto$¢ podanej calki oznaczonej jest mniejsza od 145/12.
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