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365. Niech z=
3
5
+
4i
5
. Dla podanych liczb m, n podać taką liczbę całkowitą k, aby

zachodziła równość zm·z n=zk. Uwaga na sprzężenie w drugim czynniku po lewej stronie.
a) m=10, n=1, k=9 ; b) m=15, n=2, k=13 ;
c) m=20, n=3, k=17 ; d) m=50, n=4, k=46 .
Rozwiązanie:

Ponieważ |z|=1, zachodzi równość z=z−1, a w konsekwencji z n=z−n. Zatem poprawna
odpowiedź to k=m−n.
366. Dla podanej liczby zespolonej z podać najmniejszą liczbę naturalną n>1 taką,

że zn= z.

a) z= i , n=5 ; b) z=
1+ i√
2
, n=9 ;

c) z=−1
2
+

√
3
2
· i , n=4 ; d) z=

√
3
2
− i
2
, n=13 .

Rozwiązanie:
Podane liczby zespolone mają moduł 1 i argumenty odpowiednio: π/2, π/4, 2π/3, −π/6,
skąd wynika, że są one pierwiastkami z jedności odpowiednio stopni 4, 8, 3 i 12.
367. Rozwiązać równanie

zz= z+z

w liczbach zespolonych. Opisać, jaką figurą geometryczną na płaszczyźnie zespolonej jest
zbiór rozwiązań.
Rozwiązanie:

Sposób I: Przekształacając dane w treści zadania równanie otrzymujemy kolejno rów-
nania równoważne:

zz−z−z=0 ,

zz−z−z+1=1 ,

(z−1)(z−1)= 1 ,

(z−1)(z−1)= 1 ,

|z−1|2=1 ,

|z−1|=1 ,

skąd wynika, że zbiorem rozwiązań jest zbiór liczb odległych na płaszczyźnie zespolonej
o 1 od liczby 1, czyli okrąg o środku 1 i promieniu 1.

Sposób II: Po podstawieniu z = x+ yi, gdzie x, y ∈R, dane w zadaniu równanie
przyjmuje kolejno postać:

(x+yi)(x−yi)=x+yi+x−yi ,
x2+y2=2x ,

x2−2x+y2=0 ,

x2−2x+1+y2=1 ,
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(x−1)2+y2=1 ,

a zatem zbiorem rozwiązań jest okrąg o promieniu 1 i środku (x,y)= (1,0), czyli z=1.
368. Czy nierówność |z+1|< |z−4| jest prawdziwa dla liczby zespolonej

a) z= log23+ i · log37 ; NIE b) z= log35+ i · log49 ; TAK
c) z= log48+ i · log512 ; NIE d) z= log511+ i · log614 ; TAK
369. Czy równość z2 = z−2 (uwaga na sprzężenie po lewej stronie) jest prawdziwa

dla liczby zespolonej
a) z=

√
log62+ i ·

√
log63 ; TAK b) z=

√
log123+ i ·

√
log124 ; TAK

c) z=
√
log184+ i ·

√
log185 ; NIE d) z=

√
log305+ i ·

√
log306 ; TAK

370. Czy podana liczba zespolona spełnia równanie z6=−64
a) z=1+ i

√
3 ; NIE b) z=−1+ i

√
3 ; NIE

c) z=
√
3+ i ; TAK d) z=−

√
3+ i ; TAK

371. Czy równość z13= z jest prawdziwa dla liczby zespolonej

a) z=−i ; TAK b) z=
√
3− i
2
; TAK c) z=

1+ i√
2
; NIE d) z=

1+ i
√
3

2
; TAK

372. Czy równość z13= z−13 (uwaga na sprzężenie po lewej stronie) jest prawdziwa
dla liczby zespolonej

a) z=
3+4i
5
; TAK b) z=

5+8i
9
; NIE

c) z=
5+ i
√
23
8

; NIE d) z=
6+ i
√
13
7

; TAK

373. Niech R(m,n) będzie liczbą takich liczb zespolonych z, że

(zm−1) ·(zn−1)= 0 .
Czy wtedy
a) R(2,3)=5 ; NIE b) R(3,4)=6 ; TAK c) R(4,6)=8 ; TAK d) R(3,6)=8 ; NIE
374. Czy dla podanych liczb zespolonych z1, z2, z3 istnieje taka liczba zespolona z,

że
|z−z1|= |z−z2|= |z−z3|

a) z1=1+ i, z2=2+2i, z3=13+4i ; TAK
b) z1=1+ i, z2=2+2i, z3=8+8i ; NIE
c) z1=1+ i, z2=2+2i, z3=5+9i ; TAK
d) z1=1+ i, z2=2+2i, z3=7+11i ; TAK
375. Czy podana liczba zespolona z spełnia nierówność |z−1| ¬ |z−3|
a) z= log23+ i · log27 TAK b) z= log27+ i · log25 NIE
c) z= log23+ i · log211 TAK d) z= log25+ i · log213 NIE
376. Czy podana liczba zespolona z spełnia nierówność |z− i| ¬ |z−5i|
a) z= log23+ i · log27 TAK b) z= log27+ i · log25 TAK
c) z= log23+ i · log211 NIE d) z= log25+ i · log213 NIE
377. Czy podana liczba zespolona z spełnia równanie z= z−1
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a) z=
3
5
+
4
5
i TAK b) z=

1
3
+
2
3
i NIE c) z=2+3i NIE d) z=3+4i NIE

378. Czy podana liczba zespolona z spełnia równanie z6=1

a) z=
√
2
2
+

√
2
2
i NIE b) z=

√
3
2
+
1
2
i NIE c) z=

1
2
+

√
3
2
i TAK d) z= i NIE

379. Czy podana liczba zespolona z spełnia równanie z8=1

a) z=
√
2
2
+

√
2
2
i TAK b) z=

√
3
2
+
1
2
i NIE c) z=

1
2
+

√
3
2
i NIE d) z= i TAK

380. Czy nierówność |z−1|< |z−5| jest prawdziwa dla
a) z=1+ i TAK b) z=2+2i TAK c) z=3+3i NIE d) z=4+4i NIE
381. Czy nierówność |z|< |z−4i| jest prawdziwa dla

a) z=1+ i TAK b) z=2+2i NIE c) z=3+3i NIE d) z=4+4i NIE
382. Czy nierówność |z−5−5i|< |z+1+ i| jest prawdziwa dla

a) z=1+ i NIE b) z=2+2i NIE c) z=3+3i TAK d) z=4+4i TAK
383. Czy nierówność |z−7|< |z−7i| jest prawdziwa dla

a) z=1+ i NIE b) z=2+2i NIE c) z=3+3i NIE d) z=4+4i NIE
384. Czy liczba

(√
3+ i

)n
jest rzeczywista dla

a) n=2012 NIE b) n=2013 NIE c) n=2014 NIE d) n=2016 TAK
385. Czy liczba

(
1−
√
3 · i

)n
jest rzeczywista dla

a) n=2012 NIE b) n=2013 TAK c) n=2014 NIE d) n=2016 TAK
386. Czy liczba (−1+ i)n jest rzeczywista dla

a) n=2012 TAK b) n=2013 NIE c) n=2014 NIE d) n=2016 TAK

387. Obliczyć wartość całki oznaczonej
2π∫
0

cos6x dx.

Rozwiązanie:
Korzystając z liczb zespolonych wyprowadzimy odpowiednią tożsamość trygonometrycz-
ną.
Przyjmijmy z=cosx+ isinx. Wówczas

zn=cosnx+ isinnx, z−n=cosnx− isinnx, cosnx= z
n+z−n

2
.

Zatem

cos6x=
(
z+z−1

2

)6
=
z6+6z4+15z2+20+15z−2+6z−4+z−6

64
=

=
cos6x
32
+
3cos4x
16
+
15cos2x
32

+
5
16
.

Pamiętając, że całka oznaczona z cosinusa po pełnym okresie jest równa 0, otrzymujemy
2π∫
0

cos6x dx=
2π∫
0

cos6x
32
+
3cos4x
16
+
15cos2x
32

+
5
16
dx=

2π∫
0

5
16
dx=2π · 5π

16
=
5π
8
.

Odpowiedź: Dana w zadaniu całka ma wartość
5π
8
.
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