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821. Obliczy¢ granice (ciagu)
k
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1m m
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dla tak dobranych wzglednie pierwszych liczb naturalnych k£ i m, aby granica ta byta
liczba rzeczywista dodatnia.

Rozwigzanie:
Oczekujemy, ze suma wystepujaca w liczniku jest rzedu wielkosci n®/2, gdyz mamy tam
n sktadnikéw, a wiekszo$é z nich jest rzedu n'/2.

Zauwazmy, ze

R SR oW S S
gdzie f(r)=+/x.

Poniewaz funkcja f jest calkowalna jako funkcja ciagta, jej sumy Riemanna odpowia-
dajace ciggowi podzialéw przedziatu [0, 1] na n przedzialéw réwnej dtugosci 1/n daza
do catki oznaczonej:

B / 2282 1
lim *- Zf( ) O/f )dx_o\/de_

n—oon,

Analogicznie oczekujemy, ze suma wystepujaca w mianowniku jest rzedu wielko-
$ci n*3, gdyz mamy tam n sktadnikéw, a wiekszosé z nich jest rzedu n'/3.
Zauwazmy, ze
1

n

/3. Z Y Z 3/ 1 E":g ( )
gdzie g(z) = V.

Poniewaz funkcja g jest catkowalna jako funkcja ciggta, jej sumy Riemanna odpowia-
dajace ciagowi podziatéw przedziatu [0, 1] na n przedzialéw réwnej dtugosci 1/n daza
do catki oznaczone;j:
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Wobec tego
n k n k
i n=3/2. z)
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o ile 3k/2:4m/3, czyh k=8im=9.
Dla tych wartosci k£ i m szukana granica jest rowna
28 . 49 226
35.39 307
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Odpowiedz: Dana w zadaniu granica ciggu jest réowna 226/317 dla k=8 i m =9.

822. Wyznaczy¢ srodek ciezkosci odcinka kuli
1
{(a:, y,2): 2+ +22<1I A o> —3} .
Interesujaca wspotrzedna srodka ciezkosci jest liczba wymierng o jednocyfrowym liczniku
i mianowniku.

Rozwigzanie:

Zdefiniowany w tresci zadania odcinek kuli powstaje przez obrot obszaru
1
{(x7y): _§<$<1 A Ogygs/l_IQ}

wokot osi OX. Jego srodek cigzkosci lezy wiec w punkcie (z5, 0, 0), gdzie
1
2
- / x- (\/1—x2> dx

~i/3

Tg =

Obliczamy:
1 , 1 9 41
X i
/x-(\/l—x2> dx = /:U—xgdac:?—z =
-1/3 ~1/3 z=—1/3
Sl 11 162811841 6416
2 4 18 324 324 324 81
oraz
; 2 ; S 1 1 1 81—-274+27—1 80
VI—22) d :/1— 2dr=g—"| =l = - =
/( 22) do var=rTg 373781 81 81’
-1/3 -1/3 x=—1/3
skad
16/81 1
Ts=————=—.
80/81 5
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823. Rozstrzygnaé, czy wartosé¢ catki oznaczonej
12
/ Va?+4de
10

jest mniejsza czy wieksza od 10.
Rozwigzanie:
Oznaczmy przez f funkcje podcatkowa:
Woéwezas o s
fa)=" (2*+4)
oraz
f(x)= z : (332 —|—4) . 89x2 : (:L‘2 —|—4) A QIQ;_ . (352 +4) e 89x2 : (:c2 —|—4) L

622424 —82* , , ~5/3  24-22% , , -5/3
_ 5 7(3; _|_4) :7-(1; —1—4) < 0,
skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wklesta w przedziale [\/12, —1—00) zawierajacym
interesujacy nas przedzial catkowania [10, 12].

Poniewaz f(11) =5, wykres funkcji f w przedziale catkowania lezy ponizej' stycznej
do wykresu w punkcie (11, 5). Wobec tego

fl@)<5+f(11)-(z—11) dla  z€(10,12)

o ile 2 >12,

i w konsekwencji
12

12
/\3/x2+4d3:</5+f’(11)-(x—ll)dle().
10 10
Wartosé ostatniej catki mozna obliczy¢ interpretujac ja geometrycznie jako pole odpo-
wiedniego trapezu. Mozna tez wykona¢ bezposrednie catkowanie.

Odpowiedz: Wartos¢ podanej catki oznaczonej jest mniejsza od 10.

Uwaga 1: Bez trudu mozna wyliczy¢, ze f'(11) =22/75 i wstawié¢ te wartos¢ do wzo-
row wystepujacych w rozwigzaniu, ale jest to catkiem zbyteczne z matematycznego punk-
tu widzenia. Moze to by¢ jednak wskazane ze wzgledéw medycznych (wiekszy komfort
psychiczny osoby rozwiazujacej zadanie).

Uwaga 2: Przy pomocy komputera mozna wyliczy¢, ze wartos¢ podanej calki jest
w przyblizeniu réwna 9,9974.

ITakie sformulowanie jest zgrabne, chociaz dla jego pelnej poprawnoéci wymagaloby dodania nic nie
wnoszacego do rozwiazania zastrzezenia, ze punkt stycznosci lezy na stycznej, a nie ponizej niej.
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