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T dx
220. Obliczy¢ wartos$¢ catki niewtasciwej / 1 lub wykazac¢, ze catka ta jest roz-
72—
3

biezna.
Rozwigzanie:

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
1 1 A B

2—1 (z—1)-(x+1) x—1+x+1’
1=A-(z+1)+B-(z—1),
l=Ax+A+Bx—B,

0 = A+B
1 = A-B
Bez trudu otrzymujemy A=1/21 B=—1/2.
Wobec tego
7da: :71/2_ 1/2 d$:1~7 L S U1 I US| B
J x?—1 J r—1 x+1 2 J r—1 x+1 2 2
=3

2 2 2 2 z—oo 41 2

1 Coxr—1 In2 1 In2 In2
:<-lnhm )+=-ln1+:.
2  zooogp41 2 2 2 2

. (In|lz—1] In|z+1] In2 In4 1 .. r—1\ —In2+42-In2
= g;lgrolo 5 ——|—:<-hmln )—1— =

In2
Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa jest zbiezna i ma wartos¢ -

Uwaga: Catki

e} [e.e]

1 1
/ dx, / dx
r—1 r+1
3 3
sg rozbiezne, a granice
. InJz—1| . Injz+1|
ST e

sg nieskonczone, nie moga sie¢ wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej
do nieoznaczonosci co — 0o.

T
221. Obliczy¢ wartos¢ calki niewlasciwej / ] dx lub wykazac, ze calka ta jest
m —
2
rozbiezna.
Rozwigzanie:

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
x x A B Cx+D

71 D@t D@D o=l o+l P41
x:A-(x—i—l)-<x2+1)+B-(x—1)-(3:2+1)+(033+D)-<x2—1),

Y
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r=Ar3+ Az’ + Ar+ A+ Bx® — B+ Br— B+ Cx®*—Cx+Daz?— D,

0 = A+B+C
0 = A-B+D
1 = A+B-C
0 = A-B-D

Konfrontacja rownan drugiego i czwartego daje D =0, natomiast odjecie stronami réw-
nan pierwszego i trzeciego prowadzi do C'=—1/2. Uwzglednienie tych wartosci pozosta-
wia réwnania

1/2 = A+B
0 = A-B

Stad tatwo otrzymujemy A= B=1/4.
Wobec tego

o0 o

x 1/4  1/4  x/2 1 71 1 2
d :/ - d :f-/ - d =
2/x"‘—l v ) x—1+x+1 x2+1 Ty ) x—1+x+1 x2+1 o

_ In|z—1| N Injz+1] In(2?+1)

4 4 4
=2
. (InjJz—1|] Injz+1] In(z*+1) In1 In3 Inb
= lim + — s B
T—00 4 4 4 4 4 4
1 —1)- 1 In5—1
_ f~limln(I )-(z+1) N n5—In3
T—00 241 4
1 —1)- 1 In5—1 1 In5—1 In5—1
(! ntim (x—1)-(x+1) nb n3:7.1n1+ n5—In3 _ In5 n3.
z—00 x2+1 4 4 4 4
. 1. : L L ,, In5—1In3
Odpowiedz: Podana catka niewtasciwa jest zbiezna i ma warto$é —

Uwaga 1: Catki

[e.e] [e.e] o0

1 1 2
/ dx, / —dx, / T dx
x—1 r+1 x2+1
2 2 2
sg rozbiezne, a granice
Injlz—1 | 1 In(z2+1
tag Py TR gy D)

sg nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej
do nieoznaczonosci 0o — 0o.

Uwaga 2: Wykonanie w wyjéciowej calce podstawienia t=ax? prowadzi do calki
z funkcji wymiernej o mianowniku stopnia 2 zamiast 4.

z€ dx

222. Udowodnié¢ zbieznosé catki niewtasciwej / .
) wttad

Rozwigzanie:
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Dzielac przedziat catkowania otrzymujemy

/xdx_/xdx /xedx
o4 a3 43 whad’
Wykazemy, ze kazda z dwoch calek Wystqpujagcych W powyzszej sumie jest zbiezna.

W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryte-
rium poréwnawczego dla catek niewtasciwych.

Otrzymujemy
/1 z¢ dx :L‘ ¢dx /1
x4 +x3 0 + 3
0 0
bo 3—e< 1.
Podobnie - - -
/a:edx </xedx dx -
X = oo,
{L'4 + l‘3 1.4 + O ZE4_6
1 1 1
bo4—e>1.

x
223. Obliczy¢ wartos¢ catki niewtasciwej / P lub wykazac, ze calka ta jest roz-
3+

biezna.
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
1 1 Az+B C
R (x2+1)-z T2+ w
1=(Az+B)-z+C- (x2+1> ,

1=Az?+Bax+Cz*+C,

0 = A+C
0 = B
1 = C
Stad otrzymujemy A= —
Wobec tego
T d 7 In(2?+1) -
— R S l —
/x3—|—x / +1 T 5 tnlal
7 7 z=T
2
= lim _ln(x +1 —i—ln—o—hﬂ— lim In < —|—1n50—ln7:
r—00 00 1:2_|_1 2
1 In50 In50 In50
:(lnxlggo 1—}—3;2)+ n2 _ln7—1n1+n7—1n7—n7—1n7
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nd0
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka jest zbiezna i ma wartos¢ — —In7.

d
224. Udowodni¢ zbieznos¢ catki niewtadciwej / i

Rozwigzanie:
Dzielac przedzialt catkowania otrzymujemy
x™ dx x™dx T oo dx
\/m \/x9+x8+1 Vad+ad
Wykazemy, ze kazda z dwoch catek Wystgpujacych W powyzsze] sumie jest zbiezna.

W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryte-
rium poréwnawczego dla calek niewtasciwych.

Otrzymujemy
1 ™ dx 1 ™ dx 1 dx
/ = / - 8:/$47ﬂ<+oo,
5 ' +x 5 +x 5
bo4—m<1.
Podobnie . . .
/ " dx / ™ dx / d -y
= 00
PR 240 s ’
1 1 1
bo 4,5 -7 > 1.

e, . I RV
225. Udowodnié¢ zbieznosé catki niewtasciwej / ﬁ dx
g Vot
Rozwigzanie:
Dzielac przedzia} catkowania otrzymujemy
1
x5+x3 x5+x3 +/ x5—i—x3
7 +x7 Y 47 3/ 11 +x7
Wykazemy, ze kazda z dwoch caiek wystepujacych w powyzszej sumie jest zbiezna.

W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryte-
rium poréwnawczego dla calek niewtasciwych.

Otrzymujemy
/1\/x5+:1:3 J /1\/3:1:3+3:3d B /ldx<+oo
| o S W6 <O
bo 5/6 < 1.
Podobnie - - -
/\/x5+x3 s / :L‘5+3$5dx_2 / d < too
3 A1 | 7 3/ 11 ) 7/6 )
f Vit ) Vatt+0 ; z
bo 7/6 > 1.
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Sr—2
3 +a22 -2z

okresli¢, czy wartosé ta jest wicksza czy mniejsza od 1.

226. Obliczy¢ warto$é¢ catki niewtasciwe;j / dx i po uproszczeniu wyniku
4

Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze liczby 0 i 1 sg miejscami zerowymi wielomianu szesciennego wystepuja-
cego w mianowniku funkcji podcatkowej, skad otrzymujemy
P —2r=x-(x—1) (r+2).

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
br—2 ! B C

z-(x—1) (z+2) ;+E+$7+2’
Sr—2=A-(x—1)-(z+2)+B-z-(z+2)+C-z-(x—1).

W tym momencie mozna wymnozy¢ wyrazenia po prawej stronie, utozy¢ uktad trzech
rownan liniowych z trzema niewiadomymi A, B i C, poréwnujac wspotczynniki przy
jednakowych potegach x’a, a nastepnie rozwigzac¢ ten uktad réwnan.

My jednak podstawimy za x wartosci 0, 1 1 —2 otrzymujac odpowiednio

dlaz=0 —2==-2A, skad A=1,
dlaz=1 3=3D8, skad B=1,
dla x =-2 —12=6C, skad C=-2.
Wobec tego
T 5r—2 11 2 -
fidZ/f —Z de—lnjg|+Injz—1|—2-Injz+2|| =
4/$3+x2—2x o ), x+x—1 x+2 z=njz+Infz—1| njz+2]
r=4

oo (742)2

(z—1
- (xlggo(ln|xy+1n|x—1| —2-ln|x+2|)> —Ind—In3+2-1n6 = <lim 1n“’("”)> +1n3 =

. x(x—1) , 1
=In hmi2 +In3=In| lim —* | +In3=Inl+In3=In3 >Ine=1.

Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa ma wartos¢ In3 > 1.

Uwaga: Caltki
71 71 71
2d / dr, / d
4/x © ), -1 x+2 o

4

sg rozbiezne, a granice

lim In|x|, lim In|x —1], lim In|xz+ 2|

r—00 T— 00 Tr—00
sg nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej do
nieoznaczonosci oo — oo.
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