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KOLOKWIUM nr 10, 13.01.2020, godz. 10:15-11:00
Zadanie 18. (10 punktéw) Na potrzeby tego zadania prosta nazwiemy fajng,

jesli jest styczna do obydwu nastepujacych parabol: do paraboli o réwnaniu y = 22 +2
oraz do paraboli o réwnaniu y = 22%. Wyznaczy¢ réwnania wszystkich fajnych prostych.
Rozwigzanie:
Niech (a, a®>+2) i (b, 20?) beda punktami stycznosci szukanej prostej odpowiednio do wy-
kresow funkcji okreslonych wzorami f(z)=1z%+2 i g(x)=2z% Poniewaz
fl(x)=2x  oraz ¢ (z)=4x,
rownanie szukanej prostej ma jednoczeénie postac
y=[f'(a) (x—a)+fla) oraz  y=g'(b)-(x—b)+g(b),
czyli
y=2a-x—a*+2 oraz y=4b-x —2b* .
Aby obydwa powyzsze rownania definiowaly te samg prostg, musza zachodzi¢ rownosci
2a =4b oraz —a?+2=—-20".

7 pierwszego roOwnania otrzymujemy a=2b, co po wstawieniu do drugiego réwnania
prowadzi do b==+1 oraz a ==+2.
W konsekwencji istniejg dwie fajne proste, a ich réwnania to

y=4r—?2 oraz y=—4r—2.
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Zadanie 19. (10 punktéw)
Wyznaczy¢ taka warto$é rzeczywista parametru a, ze funkcja f okreslona wzorem

f@) =V +T—1+a-Var+1-1

jest rézniczkowalna w zerze.
Rozwigzanie:
Obliczamy pochodng prawostronng funkcji f w zerze:
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Analogicznie obliczamy pochodng lewostronng funkcji f w zerze:

[0 =) VP FI-14a VRF1-1-£(0)
h

f(07) = lim

h—0~ h h—0~
h g4 ht
VhZ+1+1 (VATH1+1)-(VRT+1+1)

h—0— —|h|

1 B 1 a —1—a

= lim

1
SRR (Vi) (Vi) VOV VR

Funkcja f jest rézniczkowalna w zerze wtedy i tylko wtedy, gdy f'(07) = f/(07), czyli
14a —-1-—a

V2o V2

co zachodzi dla a = —1.
Odpowiedz: Podana funkcja jest rozniczkowalna w zerze dla a = —1.
Uwagi:

1° Podobnie jak na wyktadzie, w powyzszym rozwiazaniu przyjmujemy oznaczenie
pochodnych jednostronnych jako f'(07) zamiast czesciej uzywanego, choé¢ w niektérych
sytuacjach (np. gdy funkcja jest oznaczona przez f;) mniej czytelnego f’ (0).

2° Bezposredniego obliczania pochodnej lewostronnej mozna uniknaé zauwazajac,
ze funkcja f jest parzysta, w zwiazku z czym f'(07) = — f/(0+), czyli w przypadku funkcji
rézniczkowalnej musi by¢ f/(01) =0.

3° Poprawne, ale raczej nieoptacalne, jest obliczenie pochodnej funkcji f poza zerem
przez rozniczkowanie wzorku, a nastepnie przejécie do granicy w zerze. Po pierwsze, to nie
prowadzi do prostszych rachunkéw. A po drugie, trzeba sie wyttumaczy¢ z tego, ze

F(0%) = lim, f'(x).
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