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Zadanie 20. (10 punktéw) W trojkat krzywoliniowy ograniczony prosty-
mi o réwnaniach y =0 i x =1 oraz parabola o réwnaniu y = x? chcemy wpisac
prostokat jak na rysunku obok. Jakie najwicksze pole moze mie¢ taki prostokat?

Rozwigzanie:
Niech (a, a?), gdzie a € (0, 1), bedzie wierzchotkiem prostokata lezacym
na paraboli.

Woéwezas pole prostokata jest rowne

P(a)=(1—a)-a*=a*—d®.

Zauwazmy, ze
lim P(a)= lim P(a)=0,

a—0t a—1-
a ponadto
P'(a) =2a—3a*.

Wobec tego P'(a) =0 dla a=2/3, co prowadzi do maksymalnej wartosci pola prostokata

rownej
p(2\_14_4
3 39 27
Odpowiedz: Najwigksze mozliwe pole prostokata wynosi 4/27.

Uwaga: Uzywajac odpowiedniej wersji' nieréwnosci miedzy $rednimi geometryczna
i arytmetyczna mozna uniknaé¢ rézniczkowania.

Mamy bowiem
a a
2 2
gdzie otrzymaliSémy iloczyn trzech czynnikow dodatnich o stalej sumie rownej 1, a taki
iloczyn jest najwiekszy, gdy wszystkie trzy czynniki sg réwne, czyli rowne 1/3.

P(a) = (1—a)-a®> = 4 - (1—a)-

1 x—i—y—&—z-x—&-y—i—z_x—i—y—i—z

<
ryz 3 3 3

Kolokwium 11 -1- Odpounedzi i rozwigzania



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2019/20

Zadanie 21 . (10 punktéw)
Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

2ze™" —In (1+2x)

Fa) = p dla x#0
A dla =0
jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
e~P—In(142h) —h 3
. f(R)=f0) Pehaldh) 4 ope~h_In (1+42h)— Ah
/ p— R — h pr—
FO=m= = m 2 z |

Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

0
zastosowac regute de I’Hospitala.
2e " —2he™h — 2 —3ARh?
f/(O) — lim 14+-2h )
h—0 4h3
Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz drugi zastosowaé

0’
regute de I’'Hospitala.

—h —h 4
F(0) = i TR e
h—0 12h2

%, mozemy wiec po raz trzeci zastosowac

6Ah

Przy h—0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone
regute de I’Hospitala.

—h _ —h_ _16
£(0) = tim o 2"~ iy ~04
h—0 24h '
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz %_GA, co ma postac¢ nieoznaczong % dla A=-5/3.

Wowczas mozemy po raz czwarty zastosowaé regute de 'Hospitala.
—8e " +2he " i —8496 8811

'(0) = I 0
f(0) = lim 24 24 24 3

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A= —5/3 1 woéwczas f'(0) =11/3.
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