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KOLOKWIUM nr 13, 31.01.2020, godz. 8:15-11:00

Zadanie 23« (10 punktéw)

Dowies¢, ze liczba log;5,1500 jest niewymierna.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze liczba log;5,1500 jest wymierna i niech
m/n bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy, ze jest
to liczba dodatnia). Wéwcezas otrzymujemy kolejno

m
1 1500 = —,
08150 n
150™/™ = 1500,
150™ =1500" .
Wykazemy, ze powyzsze rownanie nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych m, n.

Rozktadajac obie strony powyzszej rownosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzy-
mujemy
2m3m52m:22n3n53n

Z twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pier-
wsze wynika, ze wykladniki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych
po obu stronach réwnosci sg réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:

m = 2n
m = n
2m = 3n

Jednak powyzszy uktad réwnan nie ma rozwiazania w liczbach dodatnich m, n, gdyz
dla takiego rozwiazania mielibysSmy

m=2n>n=m,

czyli m >m, co nie moze by¢ prawda.

Inne rozumowanie: rozwigzujemy uktad réwnan i stwierdzamy, ze jedyne rozwigzanie
rzeczywiste m =n =0 nie jest rozwiazaniem w liczbach naturalnych.

Doszlidsmy do sprzecznosci z zatozeniem, ze liczba log,;,1500 jest wymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba log;5,1500 jest niewymierna.
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Zadanic 24 . (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
(3n)!

(nl)? <27™.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n=1 mamy L =6 oraz P=27, skad L < P.

2° Niech teraz n bedzie taka liczba naturalna, ze
(3n)!
(n)?

<27,
Wykazemy, ze wowczas
(3n+3)!
((n+1)!)3
Wychodzac od lewej strony réwnosci (&) i korzystajac z zatozenia indukcyjnego otrzy-
mujemy

<27t (%)

(Bn+3)!  Bn)!-(B3n+1)-(3n+2)-(3n+3) (3n)!-(3n+1)-(3n+2)-3

((n+1)N3 (n!)3-(n+1)3 B (n!)3-(n+1)2
(3n+1)-(3n+2)-3 <o (3n+3)-(3n+3)-3
(n+1)? (n+1)?

<27 =727 =27 =P

Drugi krok indukeyjny zostal wiec przeprowadzony dla kazdego n naturalnego.

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnos¢ zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.
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Zadanie 29« (10 punktéw)
Obliczy¢ granice (ciagu)

. n? nt+1 nt+2 nt+3 nt+4 (n+1)*

lim - Y - 1 + 1 + + R el I

n—oo\nT4+nt  n’4+nt+1l nT+nt42 n"+n*+3 n"+nt+4 n’+(n+1)4
Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma (n+1)*—n?+1=4n3+6n2+4n+2 skladni-
kow. Szacujemy ja od gory przez iloczyn liczby sktadnikéw i wspolnego gornego oszaco-
wania sktadnikdw:
nt nt+1 nt+2 (n+1)*

n’ +n? + nT+nt+1 + nT+nt+2 7 nT+(n+1)4

i analogicznie od dohu:

n? nt+1 (n+1)* n’
n7+n4+n7+n4+1 onT+(n+1)* n’+(n+1)*"
Nastepnie kolejno obliczamy granice przy n — oo oszacowan goérnego i dolnego:
(4n3+6n%+4n+2)-(n+1)4
n7

(n+1)*
n"+0

< (4n3+6n2+4n+2) .

> (4n3—|—6n2+4n—|—2>~

= (44607 +an 2 +2n7%). (1+n—1)4 4

oraz
n? B 44+6n"t4+4n"24+2n"3

W4+t 14 (1+n ) n3
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciaggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 4.

— 4.

(4n3 +6n2+4n+ 2) .
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Zadanie 20 . (10 punktéw)
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
flx)=2*=3-|z+1]
na przedziale [—2, 2| oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

rz+1 dla ze[-1,+00)
o41]=
—z—1 dla ze€(—o0,—1)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
r?=3r—3 dla xel-1,2]
r*+3zx+3 dla ze[-2,-1)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—2, 2] jest dana wzorem

20—3 dla ze(—1,2)
()=
20+3 dla ze(-2,-1)

W punkcie —1 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej ist-
nienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktérych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (—1, 2) réwnanie f’(z) =0 sprowadza sie do réwnania 22 —3 =0,
co ma rozwiazanie z = 3/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—1, 2).

2° W przypadku x € (=2, —1) réwnanie f’(x) =0 sprowadza sie do 2x+3 =0, co ma
rozwiazanie x = —3/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—2, —1).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —2 1 2,
e miejsca zerowe pochodnej: —3/2 1 3/2,
e punkt, w ktéorym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1.

f(=2)=1,
f(=3/2)=3/4,
f(=1)=1,
f(3/2)=—21/4=-525,
f(2)=-5.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga warto$¢ najmniejsza réw-
ng —21/4 w punkcie 3/2, a warto$¢ najwieksza réwna 1 w punktach —2 oraz —1.
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Zadanie 27 (10 punktéw)
Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

flx)=Inz—x.

Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wigksza:
f(6)+ f(18) czy  2-f(17) 7

Rozwigzanie:
Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f otrzymujemy
1 1
/
r)=———F¢
oraz . .
" _
f (I)_ ZE2+4'I’3/27
skad nieréwnos$é¢ f”(x) >0 jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
1 1
_P—i_ﬁ'l’?’ﬂ >0,
1 1
1R 2
V>4,
x>16.

Zatem f jest $cisle wypukta w przedziale [16; +00), skad

f(rv);f(y) >f<x;y) 7

czyli

fa)+ @) > 20 ()

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich x,y > 16.
W szczegdlnoscei

f(16)+ f(18) >2- f(17).
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Zadanie 28. (30 punktéw) W kazdym z zadan 28.1-28.30 podaj w postaci
uproszczonej granice ciggu lub sume szeregu. Za kazde zadanie, w ktérym podasz bez-
btednie i w postaci uproszczonej granice ciggu lub sume szeregu, otrzymasz 1 punkt.
Za podanie granicy lub sumy w postaci razaco nieuproszczonej (np. 2/4, v/4, log,4, In 1,
sin7, arctg 1) nie otrzymasz punktu.

28.1. lim arctg ((\/5— %) n) =—7/2

28.2. T}Lr{}oarctg ((\/5— é/l_l) n) =0
28.3. lim arctg ((\/5— %) n) =7/2
28.4. Jlrgoarctg ((2— ﬁ)n> =0
28.5. T}Lrgoarctg ((3— ﬁ)n> =0
28.6. lim arctg ((4— ﬁ)n> =7/2
28.7. lim arctg ((5—\/?)71> =7/2
. n+1
28.8. lim arctg BT =m/6
n—oo n
3n+1
28.9. lim arctg 37117 =m/4
n—o0 n
In+1
28.10. lim arctg ,/3”17 —7/3
n—o0 n
28.11. 237:3/2 uznajemy tez: 1%
n=0
=1
28.12. ) —=1/2
n=1 3n
(0.9] 27'l
28.13. ) —=3
n:03n
28.14 2 =2
. . n:13n -
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>0 1
28.15. 247:4/3 uznajemy tez: 1%
n=0

> 1
28.16. 3 - =1/3
n=1

> 1
28.17. 287:8/7 uznajemy tez: 1%
n=0

> 1
n=1

> 01
28.19. F—16/15 uznajemy tez: 1

© 1
28.20. ) - =1/15

n=1

28.21. lim (log2(8n+ 1) —logy(n+ 1)) =3

n—oo

28.22. Jlralo(log4(8n+ 1) —log,(n+ 1)) =3/2 uznajemy tez: 1%

28.23. lim (logy(64n+1) —logg(n+1)) =2

28.24. lim (log16(64n+ 1) —logs(n+ 1)) =3/2 uznajemy tez: 1%

n—oo

28.25. r}Lrglo<log4 64n +1 —log2(8n+1)) 1

28.26. hm <log2 (64n+1) —log, (871 —{—1)) 9/2 uznajemy tez: 4%
28.27. 7111_>r£10(log8 64n +1 —log2(8n+1)> -1

28.28. lim (1og2 (64n-+1) —logg (80’ +1)> 5

28.29. lim <log8 64n*+1) —log, (8n? +1)) 1/2

28.30. TLILIQQ <log4 64n +1 —log8 (8n +1)> 2
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