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KOLOKWIUM nr 1, 14.10.2019, godz. 10:15-11:00
Zadanie 1. (10 punktéw)

Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé

328‘n<3n+331.

Rozwigzanie:
Dowdd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.

Przypadek pierwszy: n < 27.
Dla n < 27 zachodza nieréwnosci
3%.n<3%.27=3%.3" =3 <37+ 3%
skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 28.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =28 poréwnujemy lewa i prawg stron¢ nieréwnosci danej w tresci zadania:
L=3%.28,
P=3%43"=3%427.3%=28.3%,
skad L= P.
2° Niech n > 28 bedzie taka liczbg naturalna, ze
3% .n<3" 43

W celu przeprowadzenia zasadniczej czesci dowodu indukcyjnego chcemy wykazac, ze
z powyzszej nieréwnosci wynika nieréwnosé

328_ (n+ 1) <3n+1 _|_331 )

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnodci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego
oraz z nieréwnosci n > 28 otrzymujemy

L:328(n+1):328n+328<3n+331+328<3n+331+3n:23n+351<
<3-3n—|—331:3n+1—}—331:P,

co konczy dowdd indukeyjny.
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Zadanie 2. (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

. <6n> . <4n> <(n+1)- (677,) ‘ <3n> '
2n n an n
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

oraz

skad
61 dn\  (6n 3n
2n n) \3n n/)’
Wobec tego dana w tresci zadania nierownos¢ upraszcza sie do nieréwnosci

n<n+1,

jest wiec prawdziwa.
Uwagi

Fakt istnienia kluczowej dla rozwigzania zadania tozsamosci nie stanowi zadnej wie-
dzy tajemnej, gdyz tozsamo$¢ ta jest szczegdlnym przypadkiem tozamosci z zadania 10

z listy 1 dla a =2n, b= 3n, ¢ =n, przy uwzglednieniu rownosci 7;) = < m k:) . Ponadto
m _

samo zadanie jest klonem zadania 26 z listy 1.

Poniewaz obie strony dowodzonej nieréwnosci maja postaé iloczynowa, a iloraz wiek-
szej do mniejszej maleje wraz z n, nie wydaje si¢ mozliwe udowodnienie implikacji
T(n)=T(n+1), gdzie T'(n) jest nierébwnoscia z tresci zadania, w inny sposéb niz poprzez
bezposrednie udowodnienie nastepnika bez odwotywania si¢ do zatozenia o prawdziwosci
poprzednika. Tym samym kazde zastosowanie indukgji jest albo btedne (dowdd udal sie
dzieki btedom rachunkowym), albo lipne (mimo ubrania dowodu w szate indukcji, i tak
dana nieréwnos¢ jest dowodzona bezposrednio).
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