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Zadanie O+ (10 punktow)

Dla odpowiednio dobranej liczby naturalnej n udowodni¢ nierownosci
2120 2122
n® <2"<n

Rozwigzanie:
Przyjecie n =2™ pozwala na przepisanie podanej nierownosci w postaci réwnowaznej:

120 m 122
2m~2 < 22 < 2m-2 ’

czyli
m-2120 < 2™ <m 2122

Z kolei podstawienie m = 2* prowadzi do
ok+120 92 < 9k+122 :

czyli
k+120<2F < k+122.

Zauwazajac, ze powyzsze nieréwnosci sa prawdziwe dla k =7, otrzymujemy m = 27 = 128
i w konsekwencji n = 2128,
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Zadanie T (10 punktow)

Liczba jest tadna, jesli ma jednocyfrowy licznik i jednocyfrowy mianownik.
Dla odpowiednio dobranych tadnych liczb wymiernych dodatnich C'i D spetiajacych
nieréwnos$¢ D < 3C udowodnié, ze dla kaZdej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

< Vin t7—n <
vV 4n4 —2n?

Rozwigzanie:
Stosujac do licznika wzor na roznice szeScianéw w postaci
a®—b?
a—b=——— s,
a’+ab+b
a do mianownika wzor na roznice kwadratéw w postaci
a®—b?
a—b=——,
a+b
otrzymujemy

Vn3+7—n 7-(\/4n4+5—|—2n2)
Vnt+5—2n? (3(n3+7)2+n-\3/n3—+7+n2)-5

Szacujemy ostatnie wyrazenie od dotu, szacujac licznik od dotu i mianownik od gory:

7- (VA +5+2n) 7-(VAnT+0+2n%) 4

> =—.
(\3/(n3+7)2+n-\3/n3+7+n2>-5 (3(n3+7n3)2+n-\3/n3+7n3+n2>-5 5
Nastepnie szacujemy od gory, szacujac licznik od gory i mianownik od dotu:

7-(VAn*+5+2n%) 7-(VAn*+5nt 4 2n?) -
, < f e
(\3/(n3+7)2+n~\5/n3+7+n2)«5 (\3/(n3+0)2+n'\3/n3—i—0—|—n2>'5 3

Otrzymaliémy wiec wymagane oszacowania ze stalymi

4 7_35_36_12
C=5 1 3 5 1535 ¢
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