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KOLOKWIUM nr 9, 18.11.2019, godz. 10:15-11:00
Zadanie 8. (10 punktow)

Obliczy¢ granice
lim (\/ n446n3 —n?— 3n) .

n—oo
Rozwigzanie:
Stosujac wzor na réznice kwadratow w postaci
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otrzymujemy
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OdpowiedZ: Dana w zadaniu granica ma wartos¢ —9/2.

Zadanie 9. (10 punktéw)
Obliczy¢ granice
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dla tak dobranych liczb catkowitych dodatnich A < B, aby zadanie mialo sens.
Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako
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cala suma przybiera postac
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(1)

gdzie

B? — A2
N(n)=4n+20=(B—A)n+ 5 (2)

i w konsekwencji ma N (n)+1=4n+21 sktadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n
obie wartosci N(n) okreslone réwnaniami (2) musza by¢ réwne i catkowite.
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W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (2) byto spelnione dla kazde;
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

B2_A2
2 Y
8n+40=2(B— An+B*—A?. (3)

An+20=(B—A)n+

Aby réwnosé (3) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspétezynniki
po obu jej stronach muszg by¢ rowne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:

{8 _ 2(B—A)
10 = B-A?
4 = B-A
{40 — (B—A)(B+A) (4)

Dzielac drugie réwnanie uktadu (4) przez pierwsze (w ktérym zgodnie z zatozona nie-
réwnoscia A < B obie strony sa dodatnie, a wiec rézne od zera) otrzymujemy

10=B+A,
skad A=31B=T.

Przystepujac do rozwiazania gtéwnej czesci zadania szacujemy sume (1) obustronnie
mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikow:
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2?17 < e < (4n + 21) . (;L—i_7> ,
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a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +oo.

Otrzymujemy
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= 4
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oraz )
n . =
n?-(n+3) 1+3
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest roéwna 4.

—4.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=3, B=7 i wowczas dana w zadaniu granica
jest réwna 4.
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