Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2019/20

KOLOKWIUM nr 0, 25.11.2019, godz. 10:15-11:00

Zadanie 10. (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

m >)22n71
nl|” Jn'

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =1 mamy

oraz

Zatem dana w zadaniu nierownos¢ przyjmuje postaé¢ 2 > 2, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze

2n 22n—1
()% *

Wykazemy, ze woéwczas zachodzi nieréwnosé

2n+2 22n+1
(n+1)>\/n 1 (<€)

Zauwazmy najpierw, ze lewa strone nieréwnosci (é) mozna zapisaé jako

(2n> ~ (2n)!
n) (n)?’

Przeksztalcajac lewa strone nieréwnosci (<») i korzystajac z zatozenia indukcyjnego (é)
otrzymujemy
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o ile udowodnimy, ze
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Nieréwnosé (©) jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom:
1 2n+1 2

. > ,
vn n+l " n+1
.2n+1 >9.
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2n+1>2-\/n-(n+1), ()
2n+1)2>4-n-(n+1),

An®+4n+1>4n*+4n,
1

1
>0,
co jest prawdziwe, a zatem nieréwnosé (©) zachodzi dla kazdej liczby naturalnej n.

Tym samym udowodnilismy, ze dla kazdej liczby naturalnej n z nierownosci (&) wy-
nika nier6wnosé (<).

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.

Uwaga: Wprawdzie przeprowadzone wyzej rachunki nie sg specjalnie uciazliwe, ale
mozna je troche skrocié przepisujac nieréwnosé (M) w postaci
n+(n+1)
2
i powolujac sie na nieréwnos$é¢ miedzy srednig arytmetyczng i Srednig geometryczna.

>\/n-(n+1)
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Zadanie 1 1. (10 punktéw)
Niech T bedzie zbiorem wszystkich ciggéw zbieznych (a,) speliajacych warunek

1
v |an—6|<i.
n

neN
W kazdym z zadan 11.1-11.10 podaj odpowiedni kres zbioru. Za kazdy poprawnie
podany kres otrzymasz 1 punkt.

11.1. sup{a;: (a,) €T} =8

11.2. inf{a1: (an)GT}:4

11.3. sup{as: (a,)€T}= 7,5=15/2="7;

11.4. inf{as: (a,) €T} =4,5=9/2=41

11.5. sup{al—agz (an)eT}:3,5:7/2=3%
11.6. inf{a;—as: (a,)€T}=-3,56=—7/2=-3;
11.7. sup {T}Lrgoan: (ay) GT}:7

11.8. inf{lim a,: (a,)€T}=5

11.9. sup{r}i_)rgo(an—al): (an)ET}:3

11.10. inf{T}Lrgo (an—a1): (a,) € T} =-3
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