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KOLOKWIUM nr 81, 3.12.2019, godz. 12:15-13:45

Zadanie 81 . (10 punktéw)
W kazdym z zadan 81.1-81.5 podaj w postaci uproszczonej sume szeregu.
Za kazda poprawna odpowiedZ otrzymasz 2 punkty.

81.1. Z(f Vn+ ):

81.2. OO (\f o+ ) V2 —

81.3. § ((L/ﬁ—n+\3/n+3> =2+ V32
n=1

81.4. ioj (C/ﬁ—nJr\l/n—Fl) =v2-1
n=2

81.5. %O: (C/ﬁ—n+\2/n+2) =2+ {/3-2
n=2
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Zadanie 82. (10 punktéw)

Dana jest taka liczba wymierna ¢ > 1, ze liczba ¢7 jest catkowita. Dowies¢, ze liczba ¢
jest catkowita.

Rozwigzanie:
Oznaczmy k = ¢9 i zapiszmy liczbe ¢ w postaci utamka nieskracalnego m/n o naturalnym
liczniku i mianowniku.

Otrzymujemy woéwczas kolejno:

m™=k"-n". Q)
Dowdd zostanie zakonczony, jezeli z réwnania (©) wywnioskujemy, ze n=1.

W tym celu przeprowadzimy dowdd nie wprost i zalozymy, ze liczba n jest wieksza
od 1. Wéwcezas n ma dzielnik pierwszy, oznaczmy go przez p.

Wobec tego prawa strona réwnosci () jest podzielna przez p, a zatem lewa strona
tez jest podzielna przez p. Skoro jednak liczba m™ jest podzielna przez liczbe pierwsza p,
to takze m jest podzielne przez p, co przeczy zalozeniu, ze liczby m i n sa wzglednie
pierwsze.
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Zadanie 83« (10 punktéw)
Obliczy¢ granice

g (D2, (422 (032 (k) (2n-17 | (20)
111 e ae—— e .
n=o\Vnb4+1 0 Vnb42  vnb+3 nb+k VnS+n—1 +nb+n

: 1)-(2n+1
Wskazéwka-przypomnienie: 12 +2%+3*+... +n’ = n-(n+ )6( n+ )

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystaé
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b, od goéry i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie réznig — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do czterech przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem ocze-
kiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspélne oszacowanie sktadnikéow (i przemnozenie
tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizong wielkos¢. Bedziemy wiec szacowadé kazdy sktadnik
z osobna szacujgc mianowniki przez wspolna wielkosc.

Szacowanie od dotu prowadzi do:

(n+k)? (n+k)? -
b, = k)2
Zvn 64+ k Z\/7”L6+7”L \/n6+n ,;1 "

Z kolei szacujac od gory otrzmeJemy

(n+k)? n+k 1 &
— +k)Y?=c,.
ZW P VA

Obliczamy sum@ WystgpuJ@C@ we Wzorach na a, ic,:
" n-(2n+1)-(4n+1) n-(n+1)-2n+1)

Sk S KSR SK= -
_ 6 6

k=1 k=n+1

n-(2n+ 1)-(Tn+1)
6 :
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci a,, < b, < c,, a po-
nadto przy n — oo mamy

. n-(2n+1)-(Tn+1) 7
n = — —
6-vnS+n 3
. n-(2n+1)-(Tn+1) . 7 |
6-n3 3
z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze dana w zadaniu granica jest réwna 7/3.

oraz
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Zadanie 84. (10 punktéw)
Wyznaczyé¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kres gérny zbioru

kmn
7 = ck .
{k2—|—6m3—|—3n6 ’m’HEN}

Rozwigzanie:
7 nieréwnosci miedzy srednig geometryczna i arytmetyczng zastosowanej do szesciu liczb
k?/3, k*/3, k*/3, 3m3, 3m?, 3n% otrzymujemy
6 k? 4 6m3 +3n°

kSmbnb < 5 ,

czyli
kmn 1

<
kE2+6m3+3n® 6
Zatem liczba 1/6 jest ograniczeniem gérnym zbioru Z. Wykazemy, ze jest to ograniczenie
najmniejsze. W tym celu przyjmijmy k=3 oraz m =n=1. Wbowczas
kmn 3 3 1

2+ 6m3+3n° 9+46+3 18 6

jest elementem zbioru Z.

Odpowiedz: Kres gorny zbioru Z jest réwny 1/6.
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