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KOLOKWIUM nr 82, 21.01.2020, godz. 12:15-13:45

Zadanie 89D . (10 punktéw)
Funkcja f:(—1, 00) — R jest zdefiniowana wzorem:

B (1+2)"* dla z#£0
fm_{ e dla z=0

Obliczyé¢ f'(0) przyjmujac bez dowodu, ze f jest ciagla.
Rozwigzanie:

Skoro f jest ciagtla, to
f'(0) = lim f'(z) ,

z—0

o ile granica po prawej stronie istnieje.
Wobec tego

f(z)= OZC(Hx)W =(1 +:c)1/1621n (14z)/" = (1+x)1/xCZC (;-m (1 H;)) -

:f(x)-<_1-ln(1+x)+1-1> miof(o)-liir(l)<;21-ln(1+x)+;- 1;) =

a? r 1+x o
1 1
€ x@(xa H( +x)+l’ 1+.’L’>
oraz : o 1 -
lim<_-ln(1+x)+.): . —(I4z)-In( +x)+:r:
z—0\ 12 z 1+zx x—0 x2<1+l')
1
:lim_(1+flf)-ln(1+$)+x dgilim—ln(1+m)—(1+x).m+1:
v=0 r? 423 20 22 + 312

=lm————-2"= = )
=0 21+ 3x2 t—0246x 2

Odpowiedz: f'(0) =—e/2.
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Zadanie 80. (10 punktéw)
Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej x spetniajacej nieréwnosé

sin?'?(3z) - sin(5z) > ; .
Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje f okreélong wzorem
f(z) =sin?™?(3z) -sin(5z) .
Woéwezas jej pochodna wyraza sie wzorem
f(x) =2019-sin***¥(32) - cos(3z) - 3 - sin(5z) +sin®"*?(3z) - cos(5x) - 5 =
= 6057 -sin**"®(3x) - cos(3x) - sin(5x) + 5 -sin*'?(3z) - cos(5z) .

/)

5) 5)
I <7T) = 6057-sin2018g -cosg : sing 455210 o5 2 =

6 6
1 —V3 53
—6057-1-0-=45-1. Y2 _2V2 4
2 + 2 2 70,
funkcja f osiaga w punkcie m/6 wartosé 1/2, ktora nie jest ekstremum lokalnym, gdyz
f(m/6) #0. W szczegdlnosei nie jest to maksimum lokalne, co oznacza, ze funkcja f musi

osiaga¢ w poblizu 7/6 takze wartos¢ wieksza od 1/2.

Poniewaz

oraz
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Zadanic 8'7 « (10 punktéw)
Funkcja f: 7 — Z, gdzie Z =R\ {1}, jest okreslona wzorem

Funkcja g jest ztozeniem 666 egzemplarzy funkcji f:

g9(e) = F(F(f(C-F(f(2)-)) -

Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ (\/5) jest wymierna.
Rozwigzanie:

Wykresem funkcji f jest krzywa o réwnaniu
x

y = =
Vad—1
Przeksztatcanie tego réwnania prowadzi kolejno do réwnan réwnowaznych

IS

3 _
y - x3 . 1 )
P =P =g
2P =28 B
Poniewaz ostatnie réwnanie nie zmienia si¢ przy zamianie x i y, krzywa opisana tym
roOwnaniem jest symetryczna wzgledem prostej o réwnaniu x = y. To oznacza, ze funkcja f
jest odwrotna sama do siebie, czyli f(f(x))=x dla kazdej liczby rzeczywistej x # 1.
W konsekwencji g(z) =z dla z# 1, wobec czego ¢'(z)=1. W szczegdlnosei ¢’ (\/5) =1

jest liczbg wymierng.
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Zadanie 88 (10 punktéw)
Funkcja f:7Z — Z, gdzie Z =R\ {0, 1}, jest okreslona wzorem
3/3
x°—1
fz)=
Funkcja g jest ztozeniem 666 egzemplarzy funkcji f:
9(x)=f(f(f(. f(f(2))..))-

Rozstrzygnaé, czy liczba g’ (\/5) jest wymierna.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

/3 — 1 1
fz) = xw = R
skad
B N N A
f(f(x))ill(f(x)f?)\ll 1_;3_111 xigl_\/l x3—1_\/x3—1

r3—1

FF(F@)) = 3 1—13511— R ey S
(F(F@))

Z otrzymanej réwnosci f(f(f(x))) =z wynika g(z) =2z dla z € Z, co daje ¢'(x)=1.
W szczegdlnosei ¢’ (\/5) =1 jest liczbg wymierng.
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