Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1 LUX, zima 2019/20

KOLOKWIUM nr 83, 31.01.2020, godz. 8:15-11:00
Zadanie 89. (10 punktéw)

Udowodni¢, ze liczba rzeczywista ¢ > 1 speliajaca réwnanie qq2 =256 jest niewymierna.
Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze dana w zadaniu liczba jest wymierna

i zapiszmy ja w postaci utamka nieskracalnego m/n o naturalnym liczniku i mianowniku.
Przeksztatcanie danego w zadaniu réwnania prowadzi kolejno do:

m? /n?
<m> — 256,

n
(m) — 256",
n
m™ =256" -n™ | (1)

Gdyby liczba n byta wieksza od 1, mialaby dzielnik pierwszy p. Poniewaz prawa strona
réwnosci (1) bytaby podzielna przez p, takze lewa strona bylaby podzielna przez p, skad
wynika, ze liczba m bylaby podzielna przez p. Poniewaz jednak z zatozenia liczby m i n
sg wzglednie pierwsze, taka sytuacja nie jest mozliwa, co dowodzi, ze n = 1.
Zatem liczba ¢ =m jest catkowita. Pozostaje zauwazy¢, ze
22" =16 <256 =2% <3 =3

skad
2<qg<3,

co stoi w sprzecznosci z uzyskanym wnioskiem, ze ¢ jest liczba catkowita.
Otrzymana sprzecznosé¢ konczy dowod nie wprost.
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Zadanie 90. (10 punktéw)
Wyznaczyé¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kres gérny zbioru

kEmn
Z = ik .
{8k3+27m3—|—125n3 ’m’”eN}

Rozwigzanie:
Z nieréwnosci miedzy érednig geometryczng i arytmetyczng zastosowanej do liczb 83,
27m3, 125n3 otrzymujemy
8Kk3+27m3 +125n3
3 5

V-3 27m3 - 12513 <

czyli
kmn 1

<
8k342Tm3 +125n3 ~ 90

Zatem liczba 1/90 jest ograniczeniem gérnym zbioru Z. Wykazemy, ze jest to ogranicze-
nie najmniejsze. W tym celu przyjmijmy k£ =15, m =10 oraz n =6. Wowczas
kmn 900 1

8k3+27Tm?+125n3 27000+ 27000427000 _ 90
jest elementem zbioru Z.

Odpowiedz: Kres gorny zbioru Z jest réwny 1/90.
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Zadanie 91 . (10 punktéw)
Obliczy¢ granice

1im< 4n L dn+1 n dn+2 . dn+3 s
n—oo\n2+4+4n  n2+4n+1 n?+4n+2 n2+4n-+3
k n—2 m—1 n
m+n2+k+m+n2—|—7n—2+n2+7n—1+n2+7n>'
Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspoélnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo si¢ rézniag — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do 7/4 przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem ocze-
kiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspélne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie
tego oszacowania przez liczbe skladnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizona wielkos¢. Bedziemy wiec szacowac kazdy sktadnik
z osobna szacujac mianowniki przez wspolng wielkosc.

Szacowanie od dotu prowadzi do:

™ k‘ ™ k’ 1 ™
by = > — N k=a,.
k;ﬂ n2+k /kgnnsz?n n2+7Tn k;ﬂ “

Z kolei szacujac od gory otrzymujemy:

™ k ™ k 1 ™

Obliczamy sume (postepu arytmetycznego) wystepujaca we wzorach na a, i ¢,:
mn (3n+1)-11n

> k=t

k=4n
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci a,, <b, < c,, a po-

nadto przy n — oo mamy
(3n+1)-11n 33

an —
2-(n?+7n) 2
oraz

(3n+1)-11n 33
Cn="5"5 7 5
2.n? 2

z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze dana w zadaniu granica jest réwna 33 /2.
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Zadanie 92. (10 punktéw)

Obliczy¢ granice
lim (1 + ) :
T—00 xrT

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy

1\ 1 \o (1) N
lim (1+) — lim (1+> ~ lim ((1+> ) e
T—00 xl’ r—00 xI T—00 fL‘x

Kolokwium 83 -4 - Odpounedzi i rozwigzania



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1 LUX, zima 2019/20

Zadanie 93 (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej z € (2, 4) zachodzi nieréwnosé ¥z > /2.
Rozwigzanie:

Niech f(z)= V.

Woéwezas

1—-Inxz

Py =¥

Zatem f'(z) >0 dla z <e oraz f'(x) <0 dla x >e.
Wobec tego funkcja f jest rosnaca w przedziale [2, e] i malejaca w przedziale [e, 4],
a poniewaz f(2) = f(4) =v/2, otrzymujemy /z >+/2 dla z € (2, 4).
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Zadanie 94 . (25 punktéw)

Wskaz liczby rzeczywiste a i k, dla ktorych podana granica istnieje i jest dodatnig
liczba rzeczywista. Podaj warto$¢ granicy dla tych wartosci parametrow a i k. Jezeli
odpowiedz jest liczba wymierna, podaj ja w postaci utamka nieskracalnego lub liczby
caltkowitej. Za kazde zadanie, w ktérym podasz poprawna odpowiedz (liczby a i k oraz
uproszczona granica) otrzymasz 5 punktéw.

W zadaniach skorzystaj ze wzoru Stirlinga:

n!'en \/2—
.

lim ———=
n—oop. \/ﬁ

lim | a"-n" = —= dl =— k=—
]- * n *
a) A n \/_ a a

b) lim [a"-n* 3n))__v3 dl _ 4 k—l
- a a= =
=00 n 2./ 27

4 2
¢) lim (a"-nb- (™" :i dla a=—— f=—
n=o0 n V3r 256 2

d) lim

n—oo

(a”- k_(Sn)!) V3 1

= dl =—
V/2m3/2 * " o56 2

4n)! 1 1 3
) ,}Lrglo(an-nk.( ”))—
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