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Rozwigzania niektorych zadan z listy 10.
607. Wyznaczy¢ réwnanie prostej, ktora jest styczna do obydwu nastepujacych pa-
rabol: paraboli o réwnaniu y = 22 oraz paraboli o réwnaniu y = x? — 8x.
Rozwigzanie:
Niech (a, a?) i (b, b* — 8b) beda punktami stycznosci szukanej prostej odpowiednio do wy-
kresow funkcji okredlonych wzorami f(z)=2z?%1 g(z) =z*—8z.
Poniewaz f'(x) =2z oraz ¢'(r) =2z —8, réwnanie szukanej prostej ma jednoczesnie po-
stac
y=[f'a)-(x—a)+fla) oraz  y=g'(b)-(x—b)+g(b),
czyli
y=2a-7—a’ oraz, y=(20—8)-x—b*.
Aby obydwa powyzsze rownania definiowaly te samg prostg, muszg zachodzi¢ réwnosci
2a=2b—8 oraz —a*=-b.
7, drugiego rownania otrzymujemy a = =+b, a poniewaz pierwsze rownanie daje b—a =
4 #0, musi by¢ a= —b. Stad b=2 oraz a = —2.
W konsekwencji szukana prosta ma rownanie

y=—4x—4.

608. Rozstrzygnaé, czy funkcja f : R — R okreslona wzorem f(z) = /23 + 5 jest 16z-
niczkowalna w zerze.

Rozwigzanie:

7, definicji pochodnej otrzymujemy

_ 3/:3 5 3/3 5 34
f/(O):lir%w:lir%mzl' ! i +$ —hm\/ +a2=1.
T— € — T— X T—

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna w zerze.

609. Rozstrzygnaé, czy funkcja f: R — R okreslona wzorem f(z) = v/z3+ 28 jest r6z-
niczkowalna w zerze.

Rozwigzanie:

7 definicji pochodnych jednostronnych otrzymujemy

— (0 YA 16 YA 6 44 6
£(0M) = lim f@)=f0) _y, Vaida® Ve +$ 4\1/m
z—0+  x—0 z—0+ T z—0+ z—>0+
oraz
10— . f)—=f0) . Vartsab rt4aS | Vat4af
f(07)=lim ————~= lim —— = lim = lim —5—=
z—0- T — 20— x 20— |x| 20~ — /7t
44 .6
= — lim | a 4;.:15 =— lim V1+a2=—1.
z—0~ xT z—0—
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Poniewaz pochodne jednostronne funkcji f w zerze sa rézne, funkcja nie jest tam roz-

niczkowalna.

Odpowiedz: Funkcja f nie jest rézniczkowalna w zerze.

610. W kazdym z zadan 610.1-610.7 podaj w postaci liczby catkowitej lub
ulamka nieskracalnego wartosci pochodnej funkcji w trzech podanych punktach.

610.1. f(z) =In(2*+1)

fi(1)=3/2 fi(2)=4/3
610.2. fQ(I):arctg(:c2>

f(1)=1 f2(2)=4/17
610.3. f5(z) =24z +1

f3(0)=12 f3(1)=12/5
610.4. fy(z)= V2> —z+8

fi(=1)=1/6 f1(0)=——-1/12

1

610.5. fg,(a;):334_—1%r9

fs(=1)=1/27 5(0)=0
610.6. fi(z) =

Vb —1+32

fe(—=1)=——1/80 f6(0)=1/320
610.7. f+(z) =8z +1- V722 +1

f2(0)=4 f2(1)=37/6

£1(3)=27/28

f2(3)=3/41

f3(2)=12/7

f1(1)=1/6

f3(1)=——1/27

fe(1)=——1/80

£4(3) =303/40

611. W kazdym z zadan 611.1-611.7 dla podanej funkcji f; : R — R podaj wartosci

pochodnych jednostronnych funkcji f; w zerze.

WV +16-2  fi07)=—1/(4v2)

611.6. fg(x

fi(07) =1/ (4v2)

611.1. fi(2) =V V227 +1-1 F1(07) = F(01) =1
611.2. fo(z) =VVa2+4—2 £07)=—1/2 FA0T)=1/2
611.3. fg(x):\/ 8x2+81—9 fa07)=-2/3 fi0t)=2/3
611.4. fo(z)=VVa2+1—1 Fi07)=—1/2 Fi0T)=1/2
61L5. f5(2) =V V2P +1-1 0T =—1/v2 07) = 1/v3
(2)
() =

VY822 +81-3  £1(0

611.7. fr(x )=-(v2)/(3v3)

707 =(v2)/(3v3)
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612. W kazdym z zadan 612.1-612.4 funkcja g; : R — R jest funkcjg odwrotng do fun-
keji fi: R — R okreslonej podanym wzorem. W kazdym z tych zadan podaj w postaci
liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej funkcji g; w trzech
podanych punktach.

612.1. fi(z) =242z

91(0)=1 91(2)=1/4 91(130) =1/76
612.2. fo(z) =2 42z

95(0)=1 %5(2)=1/8 95(130) =1/449
612.3. f3(z) =2° 45z

95(0)=1/5 g5(6)=1/8 95(42) =1/32
612.4. fy(x) =2’ 45z

94(0)=1/5 94(6)=1/10 94(42) =1/85

613. Funkcja f:(0, +00) — R jest okreélona wzorem f(z)=1+z+2y/x. Funkcja g
jest ztozeniem 100 egzemplarzy funkeji f: g(x) = f(f(f(...f(f(z))...))). Obliczy¢ ¢'(100).

Rozwigzanie:
Niech f, bedzie ztozeniem n egzemplarzy funkcji f. Udowodnimy przez indukcje, ze

ful@) = (Va+n)".
1° Zauwazmy, ze
file)= (o) = (Vi+1)’,
zatem dowodzone twierdzenie jest prawdziwe dla n = 1.
2° Zaktadajac
fula) = (Va+n)”,

otrzymujemy

=601 (o))~ (T ) - sme

co konczy zasadniczg czes¢ dowodu indukceyjnego.

Poniewaz g = fio0,

g'(x):CZU(\/E—FNO)Z:Q-(\/E—FIOO)- L _vetlo 100

N vE e

skad
¢'(100)=11.

614. Na potrzeby tego zadania funkcje f:R — R nazwiemy treflorézniczkowalng
w punkcie xg, jezeli istnieje granica
h)— —h
A (o) = i LTI 002 h),
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ktéra to granice nazywaé bedziemy treflopochodng funkcji f w punkcie xy.

a) Dowiesé, ze jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie xg, to jest trefloréznicz-
kowalna w x¢ i wyrazi¢ f*(zy) w zaleznosci od f'(z).

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji treflopochodnej i zatozenia rézniczkowalnosci funkeji f w g otrzy-
mujemy
f(zo+h)—f(zo—h)

o o (feot+h)—f(wo)  flwo)—flzo—h)\
5 (e0) = im, h 131( ok ) -
o L0t = (@) o) = flao=h) (o) = (0= (h)
B L R A L

= f(wo)+ f'(20) =2 f' (o) .

= f' (o) + i L0 20

b) Podaé przyktad funkcji f:R—R treflorézniczkowalnej w zerze, ktéra nie jest
rozniczkowalna w zerze. Uzasadni¢ poprawnos¢ podanego przyktadu.

Rozwigzanie:
Jezeli f jest funkcjg parzysta, to
s J)=f(=h) . f(h)—f(h) . 0
f7(0) = Jim h e Ty =0

a zatem f jest trefloréiniczkowalna w zerze.
Dla otrzymania poprawnego przyktadu wystarczy rozwazy¢ funkcje parzysta f, ktéra
jest nieciggta w zerze (a wiec nierézniczkowalna w zerze), np.:

0 dla z#0,
f(x):{ 1 dla x=0.

Inne przyktady: funkcja parzysta okreslona wzorem f(x)=/|z| albo okreslona wzo-

rem f(z)=|z| jest ciagta w zerze, ale jest tam nierézniczkowalna (co tatwo sprawdzamy
bezposrednio z definicji).
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