Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2019/20

Rozwigzania niektorych zadan z listy 11.

623. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
e?® — 212 —2x—1

f(a) = p dla z#0
A dla =0
jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
e2h _op2_on_1
f,(o):}g%f(h);f(()) =iy Z%ZL—A :}lg%e?h—2h2—5jz—l—z4h3 .

Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone g, mozemy wiec

zastosowac regute de I’Hospitala.

262h _4h—2 —3AR?
/ 1
1(0) = Jimy n?

Przy h—0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone %, mozemy wiec po raz drugi zastosowac
regute de I’Hospitala.
4e?h —4—6AhR
! T
SO0y =l =5

Przy h—0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz trzeci zastosowaé

07
regute de I’Hospitala.

8e2h —6A
'0)=lim ————.
110) W20 24h
Przy h— 0 otrzymujemy iloraz 8_06‘4, co ma postac nieoznaczona % dla A=4/3. Wowcezas

mozemy po raz czwarty zastosowac regute de I’'Hospitala.
16e*" 16 2
f(0)

Odpowiedz: Funkcja f jest rozniczkowalna dla A=4/3 i wéwezas f/'(0) =2/3.

Taly 24 24 3

624. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
e —1+In(l1—x)

fz)= @’
A dla =0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#0

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
F)—f(O) | CTHEEN A =1 in(l—h)— AN

! . o
£(0)= }E»% h h—0 h — i hi
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Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

0°?
zastosowac regute de I’Hospitala.

0) 1 el — - —3AR?

Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nicoznaczone 2, mozemy wiec po raz drugi zastosowaé

0’
regute de I’Hospitala.

Przy h—0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz trzeci zastosowaé

07
regute de I’Hospitala.

eh — % — 6A
0) — 1 =)
() s 24h
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz _186‘4, co ma postaé¢ nieoznaczong % dla A=-1/6.

Wowczas mozemy po raz czwarty zastosowaé regute de 'Hospitala.

eh — % 15)
) = 1i amt _ 9
£(0) = lim — 24

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A=—1/6 i woéwczas f/'(0) = —5/24.

658. W tréjkat réwnoboczny o polu 1 chcemy wpisa¢ prostokat
jak na rysunku obok. Jakie najwieksze pole moze mie¢ taki prostokat?

Rozwigzanie:

Niech a bedzie dtugoscig boku danego tréjkata réwnobocznego,
a h jego wysokoscia. Jezeli wpisywany prostokat ma wysokos¢

T
z€ (0, h), to jego podstawa ma dtugosé a-(1— E)’ co ustalamy
na podstawie prostych rozwazan geometrycznych.

Woéwezas pole prostokata jest rowne

P(x):x-a-<1—%) :

Zauwazmy, ze
lim P(z)= lim P(x)=0,

z—0t x—h™
a ponadto
. 2-x-a 2x
Ploy—ar(1-2) T T () 2,
@W=a(t=3) = = =%

Wobec tego P'(x) =0 dla x="h/2, co prowadzi do maksymalnej wartosci pola prostokata
rownej
h h/2 h 1 ah 1 1 1
Ph/)="ag- (12222 2220 2 1.2 ==
<h/)2a< h) 29T 9T 9T
W powyzszych rachunkach skorzystaliSmy z podanego w tresci zadania zatozenia, ze troj-
kat réwnoboczny ma pole 1 =ah/2.

Odpowiedz: Najwieksze mozliwe pole prostokata wynosi 1/2.
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659. W stozku o objetosci 1 chcemy umiesci¢ walec w taki
sposob, ze jedna z podstaw walca lezy w ptaszczyznie podsta-
wy stozka, a obwod drugiej podstawy walca lezy na powierzch-
ni bocznej stozka. Rysunek obok przedstawia widok z boku,
ewentualnie przekroj ptaszczyzng zawierajaca wspolng os obro-
tu stozka i walca. Jaka najwieksza objeto$¢ moze mie¢ walec?

Rozwigzanie:
Niech r bedzie promieniem podstawy stozka, a h jego wysokoscia. Jezeli walec ma wy-
sokosé z € (0, h), to jego podstawa ma promien r - (1 — %), co ustalamy na podstawie
prostych rozwazan geometrycznych.

Wowczas objetosé walca jest rowna

V(z)=n-2z-1% (1—2)2 :

Zauwazmy, ze

lim V(z)= lim V(z)=0,

z—0t z—h—

a ponadto

Wobec tego V'(x) =0 dla z =h/3, co prowadzi do maksymalnej objetosci walca réwnej
h h/3\* w-her? 4 4
Vh/g: Ml 2' ]_— = C— =,
(hf3)=m-3-r ( h ) 3 9 9

W powyzszych rachunkach skorzystaliémy z podanego w tresci zadania zatozenia, ze sto-
zek ma objetosé 1=mr?h/3.

Odpowiedz: Najwicksza mozliwa objetosé walca wynosi 4/9.

660. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$é¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(x) :x+‘$2—6’
na przedziale [—4, 3] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiggane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

‘332—6):{ 22—6 dla xe(—oo, —\/E}U[\/E, —i—oo)
—2246 dla z€ (—\/6, \/6)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
r+2?—6 dla ze[—4, —V6]U[V6, 3]
f(x):{ r—22+6 dla xG(—\/E, \/6)

Lista 11R (rozwigzania niektérych zadar) - 80 - Strony 78-84



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2019/20

W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—4, 3| jest dana wzorem

| 1422 dla ze (4, —V6)U(VE, 3)
fla)= 1—-2x dla a:E(—\/é,\/Q

W punktach —v/6 i v/6 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé
jej istnienia — wystarczy dotaczyé¢ te punkty do listy punktéw, w ktérych obliczymy
wartos$¢ funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku = € (—4, —\/6> U <\/€, 3) réwnanie f’(z) =0 sprowadza si¢ do row-
nania 1+ 2z =0, co ma rozwiazanie x = —1/2, ktére jednak nie nalezy do rozwazanego
zbioru (—4, —\/(_3) U (\/(_3, 3).

2° W przypadku x € (—\/6, \/6) réwnanie f’(z)=0 sprowadza sie do 1—22=0, co ma
rozwiazanie x = 1/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—\/6, \/6)

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —4 i 3,
e miejsce zerowe pochodnej: 1/2,
e punkty, w ktérych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —v/6 i /6.

f(=)=6,
F(-VB) = V6.
f(1/2)=6,25,
7(V6) =6,
7(3)=6.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga wartos¢ najmniejsza réw-
ng —v/6 w punkcie —/6, a wartoé¢ najwicksza réwna 6,25 = 25/4 w punkcie 1/2.

661. Wyznaczy¢ punkty, w ktorych funkcja f zdefiniowana wzorem

osiaga najmniejsza i najwieksza warto$¢ na przedziale [4, 5].
Rozwigzanie:

Rézniczkujemy funkcje f i korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat réz-
nicy:
. 9 8 1 1 9 81 422-36z+81 (22-9)°
fo=—ptmt e s 2w w0
przy czym w ostatniej nieréwnosci réwnos¢ zachodzi tylko dla x=9/2. Poniewaz w intere-
sujacym nas przedziale pochodna funckji f jest dodatnia za wyjatkiem jednego punktu,
w ktorym ma wartos$é zero, funkcja f jest w tym przedziale rosngca.

Odpowiedz: Funkcja f osigga warto$¢ najmniejsza na poczatku przedziatu, czyli
w punkcie 4, a najwieksza na koncu, czyli w punkcie 5.
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Uwaga: Na ogdét w tego typu zadaniu nie badaliby$my znaku pochodnej, a jedy-
nie porownalibysmy wartosci funkcji na koncach przedziatu i w miejscach zerowania sie
pochodnej. Jednak w tym wypadku jest to praktycznie niewykonalne bez uzycia kalku-
latora, mamy bowiem:

207
f(4)=T5q +1n4~3,00348

£(9/2) = ‘;’ +1n(9/2) ~3,00408

279
=—+Inb~ 444 .
f(5) 200+n5 3,00

662. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(x) ::c+(a:2—:c—12‘
na przedziale [—5, 5] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze
2 —r—12=(z—4)-(z+3).

Stad
‘mQ—x—IZ)— ?—r—12 dla z€(—o0, —3|U[4, +0)
T —2?+2+12 dla z€(-3,4)

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
(@)= r?—12 dla ze[-5, —=3]U[4, 5]
| 2 +2z+12 dla xe(-3,4)

W konsekwencji pochodna funkeji f wewnatrz przedziatu [—5, 5] jest dana wzorem
, 2 dla ze (=5, —=3)U(4, 5)
f(z) :{ —22+2 dla ze(—3,4)

W punktach —3 i 4 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (=5, —3)U(4, 5) réwnanie f’(z)=0 sprowadza si¢ do 22 =0, co ma
rozwiazanie x =0, ktoére jednak nie nalezy do rozwazanego zbioru (=5, —3)U(4, 5).

2° W przypadku z € (—3, 4) réwnanie f'(x)=0 sprowadza si¢ do —2x+2=0, co ma
rozwiazanie x = 1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—3, 4).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —5 1 5,
e miejsce zerowe pochodnej: 1,
e punkty, w ktorych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —3 i 4.
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f(1)=13,
f(4)=4,
£(5)=13.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga warto$¢ najmniejszg réw-
nag —3 w punkcie —3, a wartos¢ najwieksza rowng 13 w punktach —5, 11 5.

663. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwiekszag warto$é¢ funkeji f okreslonej wzorem
f@)=2> V922 + 6241
na przedziale [—2, 2] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiggane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

fx)=2 V922 +6r+1=2>—/(3x+1)2 =2 — |3z +1]

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
i) r?—3z—1 dla z€[-1/3,2]
| 2243241 dla ze[-2, —1/3)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedzialu [—2, 2| jest dana wzorem
o) 2e—3 dla ze€(-1/3,2)
€Tr) =
2c+3 dla ze(-2,—-1/3)
W punkcie —1/3 pochodna moze nie istnieé¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.
Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:
1° W przypadku x € (—1/3, 2) réwnanie f'(x)=0 sprowadza si¢ do 2z —3=0, co ma
rozwiazanie x = 3/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—1/3, 2).
2° W przypadku z € (—2, —1/3) réwnanie f’(x)=0 sprowadza si¢ do 2z+3=0, co ma
rozwiazanie x = —3/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (-2, —1/3).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —2 1 2,
e miejsca zerowe pochodnej: —3/2 i 3/2,
e punkt, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1/3.

J(=2)=-1,
F(=3/2)=-5/4,
J(=1/3)=1/9.

f(3/2)=-13/4,
f(2)=—3=-12/4.
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Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza réw-
ng —13/4 w punkcie 3/2, a warto$¢ najwieksza réwna 1/9 w punkcie —1/3.

664. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(x)=V1622 — 162 +4 — 2>
na przedziale [—1, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
f(x)=V1622 =162 +4—2° = /(42— 2)2 — 2° = |4z — 2| — 2
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisaé w postaci
4r—2—2% dla ze[l1/2, 3]
fle)= { —4x+2—2* dla z€[-1,1/2)
W konsekwencji pochodna funkeji f wewnatrz przedziatu [—1, 3] jest dana wzorem
) 4—2z dla ze(1/2,3)
fz)= { —4-2z dla ze(-1,1/2)

W punkcie 1/2 pochodna moze nie istnieé¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej ist-
nienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktérych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (1/2, 3) réwnanie f'(x)=0 sprowadza si¢ do 4 —2x =0, co ma
rozwiazanie x = 2, ktore nalezy do rozwazanego przedziatu (1/2, 3).

2° W przypadku z € (—1, 1/2) réwnanie f’'(z)=0 sprowadza sie do —4—2x =0, co ma
rozwiazanie x = —2, ktére nie nalezy do rozwazanego przedziatu (—1, 1/2).

Poréwnamy wartosci funkcji f w czterech punktach:
e konce przedziatu: —1 1 3,
e miejsce zerowe pochodnej: 2,
e punkt, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: 1/2.

f(=1)=5,
f(1)2)=—1/4,
f2)=2,
fB)=1

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga warto$¢ najmniejszg réw-
ng —1/4 w punkcie 1/2; a warto$¢ najwieksza réwna 5 w punkcie —1.
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