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Przyktady z wykladu 20 grudnia 2019 r.

616. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(x) :3x+‘x3—9x’

na przedziale [—4, vV 10} oraz poda¢, w ktorych punktach te wartosci sg osiagane.

617. Wyznaczy¢ punkty, w ktorych funkcja f zdefiniowana wzorem
z  10-In(2?+41)
fl) =g = e
99 99
osiaga najmniejsza i najwiecksza wartos¢ na przedziale [9, 11].
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618. Udowodni¢ nieréwnosci 1301 1201

1 1
619. Udowodnié¢ nieréwnosci 9 <In9—In&8 < —.

620. Rozstrzygnaé, ktoéra liczba jest wieksza:
16-arctg7+1n13 czy 16-arctg8+1n10 ?

Wskazéwka 1: Podane liczby sa wieksze od 25, a réznia sie o mniej niz 0,02 — nie
probuj bezposredniego szacowania.
Wskazéwka 2: Zbadaj funkcje pomocnicza f(x) = 16arctgr —In(z%+1).

621. Dana jest funkcja f:[—4, 4] — R okre$lona wzorem f(z)=+vx2+9. Dowies¢, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—4, 4] zachodzi nieréwnosé

)= F )l < 5 le—yl.

622. Rozwazamy graniastostupy prawidtowe o podstawie szesciokatnej i ustalonej ob-
jetosci. Rozstrzygnaé¢, ktory z nich ma najmniejsze pole powierzchni catkowitej. W od-
powiedzi poda¢ iloraz wysokosci do krawedzi podstawy.
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616. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartosé¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(x) :3:c—|—‘:c3—9x’

na przedziale [—4, V 10} oraz poda¢, w ktérych punktach te wartosci sg osiagane.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
2 —9r=(x—3)-x-(x+3).
Stad
‘x3—9x‘— r3—9z  dla z€[-3,0]U[3, +0)
Tl —2*+92 dla z€(—o00, —3)Ue(0,3)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci

f(x)—{ 23— 6z dla z€[-3, O]U[?), \/1_()}
| —2*4122 dla ze[—4,-3)Ue(0,3)

W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu {—4, vV 10} jest dana wzorem

() = { 3:2—6  dla x€(-3,0)U(3,/10)
—322+12 dla z € (-4, -3)Ue(0,3)
W punktach —3, 01 3 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.
Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:
1° W przypadku z € (—3,0)U <3, \/1_0) réwnanie f'(z) =0 sprowadza si¢ do 322 =6,
co ma dwa rozwigzania = =++/2, z ktérych tylko jedno, a mianowicie = = —+/2, nalezy
do rozwazanego zbioru (-3, 0)U (3, \/1_0)
2° W przypadku z € (—4, —3)U € (0, 3) réwnanie f'(x) =0 sprowadza si¢ do 3z? =12,
co ma dwa rozwigzania x==+2, z ktorych tylko jedno, a mianowicie x =2, nalezy do
rozwazanego zbioru (—4, —3)U € (0, 3).

Poréwnamy wartosci funkcji f w siedmiu punktach:
e kofice przedziatu: —4 i /10,
e miejsca zerowe pochodnej: —v/2 1 2,
e punkty, w ktérych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —3, 01 3.

f(—\/i):(—\/5)3+6-\/§:—2-\/§+6-¢§=4-\/§e(4,8), bo v2e(1,2),
f(\/ﬁ):(\/1_0)3—6-\/Ezlo-\/l_o-6-\/ﬁz4-\/ﬁe(12,16), bo V10€(3,4).

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza réw-
na —9 w punkcie —3, a warto$¢ najwieksza rowna 16 w punktach —4 i 2.
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617. Wyznaczy¢ punkty, w ktérych funkcja f zdefiniowana wzorem
r  10-In(22+1)

flz)= 9 T+arctgx

osiaga najmniejsza i najwieksza warto$¢ na przedziale [9, 11].
Rozwigzanie:
Rézniczkujemy funkcje f i korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat réz-
nicy:
1 102z 1 241 20z 99
T99 09 (211) 2+l 99-(2+1) 99-(241) 99 (224 1)
27 —202+100  (z—10)° -
99 (2241) 99 (a241) "
przy czym w ostatniej nieréwnosci rownos¢ zachodzi tylko dla z = 10. Poniewaz w intere-

sujacym nas przedziale pochodna funkcji f jest dodatnia za wyjatkiem jednego punktu,
w ktorym ma wartos$é zero, funkcja f jest w tym przedziale rosngca.

f'(x)

Odpowiedz: Funkcja f osigga warto$¢ najmniejsza na poczatku przedziatu, czyli
w punkcie 9, a najwieksza na koncu, czyli w punkcie 11.

Uwaga: Na ogdét w tego typu zadaniu nie badalibyémy znaku pochodnej, a jedy-
nie porownalibysmy wartosci funkcji na koncach przedziatu i w miejscach zerowania sie
pochodnej. Jednak w tym wypadku jest to praktycznie niewykonalne bez uzycia kalku-
latora, mamy bowiem:

1 10-1n82

10 10-In101
10)=———— tgl0~1,105964
f£(10) 99 99 +arctglO~1, 64,

1 10-1n122
f(ll):5—%—#6&0@11%1,105993.

1
tghl —arctgd —.
< arctghl —arctgd9 < 1901

1
618. Udowodnié¢ nieréwnosci
1301

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej zastosowanego do funkcji f(z) = arctgz na
przedziale [49, 51] wynika istnienie takiej liczby ¢ € (49, 51), ze
arctghl —arctgd9 = (51—49)- f'(c)=2- f'(c).

Poniewaz 1
/ -
J@) =
z nieréwnosci 49 < ¢ < 51 otrzymujemy
1 2 2 2 2 2 1

< arctgdbl —arctgd9 =

= = — K = =
1301 2602 512+1 2+1 49241 2402 1201°
co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.
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1 1
619. Udowodnié¢ nieréwnosci 9 <In9—-1n& < 3

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej zastosowanego do funkcji f(z)=Inz na
przedziale [8, 9] wynika istnienie takiej liczby c € (8,9), ze
In9—In8= f'(c).
Poniewaz

fla)=1,

Xz

z nieréwnosci 8 < ¢ <9 otrzymujemy

1 1 1
§ < ln9—ln8:f'(c)=E < g,

co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.

620. Rozstrzygnaé, ktora liczba jest wigksza:
16-arctg7+1n13 czy 16-arctg8+1nl0 ?
Wskazéwka 1: Podane liczby sa wicksze od 25, a réznia sie o mniej niz 0,02 — nie
probuj bezposredniego szacowania.
Wskazéwka 2: Zbadaj funkcje pomocnicza f(z) = 16arctgr —In(z?+1).
Rozwigzanie:
Roézniczkujac podang we wskazowce funkcje pomocniczg otrzymujemy
16 2z 2(8—1)
f@)=53-% 7= 2
r¢4+1 x°+1 ré+1
dla z < 8. Zatem funkcja f jest rosnaca w przedziale (—oo, 8.
W szcezegdlnosei f(7) < f(8), skad dostajemy kolejno:
16-arctg7 —In50 < 16-arctg8 —In65,
16-arctg7+1n65 < 16-arctg8+1In50,

16-arctg7+1In13+1n5 < 16-arctg8+1n10+In5,

>0

16-arctg7+Inl3 < 16-arctg8+Inl0.

Odpowiedz: Wieksza jest liczba 16 -arctg8 +1n10.

621. Dana jest funkcja f:[—4, 4] — R okreslona wzorem f(x)=+x2+9. Dowies¢, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—4, 4] zachodzi nieréwnosé

7@~ f) < 5 le—yl

Rozwigzanie:
Sposob I:

Dla z =y dowodzona nieréwnos¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé

[f(@)=FW =11 (O] lz—yl,
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gdzie c lezy miedzy x i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone, jesli wykazemy, ze dla
dowolnej liczby x € [—4, 4] zachodzi nier6wnos¢

4

!/
<z

7)<

Bezposrednie wyliczenia prowadza do:
2x x ||
|f/(x)‘ - 2 - 2 - 9 ?
2-vVx*+9 V249 V249

co jest oczywiscie mniejsze od 4/5 dla x =0, natomiast dla = # 0 mozemy kontynuowaé
oszacowania:

o Ve 1 _ 1 1 4
Va2H0  Vare9 o 118 T il (516 5

Sposob 11:
Nalezy udowodnié, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [—4, 4] zachodzi nie-
rownosé

4
’\/:E2+9—\/y2+9‘ < g-\x—y| .
Przeksztatcamy lewa strone dowodzonej nierownosci:

Wff2+9—¢y2+9‘:’%2+9—¢y2+9\-m+9+¢y2+9 _

Va2 +9+V2+9
2% — | |z 4y
= 2 2 =lr—y|- 2 2 :
Va2 +9+v42+9 Va2 +9+y2+9

Dowdd danej w tresci zadania nieréwnosci bedzie zakonczony, jesli wykazemy nierow-
nos¢
|z +y| 4
X
Vaz+9+vy2+9 5
ktora jest rownowazna nieréwnosci

lz+y| < ;l- <\/x2+9+\/y2+9> :

Powyzszg nieréwnos$¢ dowodzimy korzystajac z nieréwnodci trojkata, wykorzystujac
réownoéé |z| =22 oraz uwzgledniajac nieréwnosci 22 <16 i y* < 16:

92 1622  [9y2 162
< — 2 2: —_— Tar <
oyl < |2]+y] = Va2 + 2 \/25 + 5t 5 T o

9-16 16z [9.16 164> [16 16
< _ 10, (0210 —
\/25 T +\/ 55 25 \/25 (@ +9)+\/25 (v*+9)

—;1-(\/x2+9+\/y2+9> .
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622. Rozwazamy graniastostupy prawidtowe o podstawie szesciokatnej i ustalonej ob-
jetosci. Rozstrzygnaé, ktéry z nich ma najmniejsze pole powierzchni catkowitej. W od-
powiedzi poda¢ iloraz wysokosci do krawedzi podstawy.

Rozwigzanie:

Niech V' bedzie ustalona objetoscia, a a krawedzig podstawy graniastostupa. Pole po-
wierzchni podstawy jest wowczas réwne 3v/3-a?/2, co daje wysoko$é réwna
2V
3vV3-a2’

Pole powierzchni catkowitej jest wowczas réwne

h:

2V 4V
3V3-a?+

Pla)=3V3-a*>*+6-ah=3V3-a*>+6-a- = )
(a) 3v3-a? V3-a

Zauwazmy, ze

Ponadto

skad P'(a) =0 dla

i dla takiej wtasnie dtugosci krawedzi podstawy pole powierzchni catkowitej graniasto-
stupa osiaga minimum. Woéwczas

h_2v g
a  3v3-a3 3v3-2V/9

Odpowiedz: Najmniejsze pole powierzchni ma graniastostup, w ktérym stosunek
wysokosci do krawedzi podstawy jest réwny v/3.

Uwaga: Graniastostup, o ktérym mowa w odpowiedzi, to graniastostup, w ktory
mozna wpisac¢ sfere. Tak sformutowana odpowiedz jest poprawna dla kazdego ustalonego
n > 3 1 graniastostupéw prawidtowych o podstawie n-katnej.
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