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Kolokwium nr 13 (dodatkowe, dla studentéw z punktacjg za kolokwia 1-12 w prze-
dziale 600—-999): piatek 31.01.2020, godz. 8:15-11:00, material zad. 1-705.

Kolokwium nr 83 (dla najlepszych studentéw, wskazanych po ogloszeniu wynikéw
kolokwium nr 12): piatek 31.01.2020, godz. 8:15-11:00, material zad. 1-705, 801-918.

Poziom standardowy (z my$la o ocenie co najwyzej dobrej)
13. Pochodne wyzszych rzedéw, wzér Taylora (c.d.).
Zadania na ¢wiczenia 27,30.01.2020 (grupy 1, 2, 4).

Zadania nalezy spréobowaé rozwiazaé¢ przed ¢wiczeniami.

Zbadaé, czy funkcja f okreslona podanym wzorem ma ekstremum (jesli tak, to jakie:
minimum czy maksimum lokalne) w podanym punkcie z.

2 2 .3
706. f(x):ez—x—%, 29=0 707. f(x):ex—x—%—%, zo=0
708. f(x)=sinzx—In(l+z), 2o=0 709. f(x):2005x+1n(1+x2), r9=0
710. f(x)=arctgr —z, 29=0 T11. f(x):arctgx—g, xo=1

712. Uzupehi¢ znakami ”<” lub 7 >":
LEMAT: Niech a bedzie liczbg rzeczywistg i niech f,g:R — R bedg takimi funkcjami
rézniczkowalnymi, ze f(a)=g(a).
Jezeli dla kazdego x > a zachodzi nieréwnos¢ f'(z) < ¢'(x), to dla dowolnego = > a praw-
dziwa jest nieréwnosé¢ f(z) ..... g(x).
Jezeli dla kazdego = < a zachodzi nieréwnosé f'(z) < ¢'(z), to dla dowolnego = < a praw-
dziwa jest nieréwnosé f(z) ..... g(x).

713. Uzupehié¢ znakami ”<” lub 7 >":
LEMAT: Niech a bedzie liczba rzeczywista i niech f,g:
dwukrotnie rézniczkowalnymi, ze f(a)=g(a) oraz f'(a)
Jezeli dla kazdego = > a zachodzi nieréwnosé f”(x) < ¢’ (x
dziwa jest nieréwnosé¢ f(z) ..... g(x).
Jezeli dla kazdego x < a zachodzi nieréwnosé f”(z) < ¢”(z), to dla dowolnego x < a praw-
dziwa jest nieréwnosé f(z) ..... g(x).

R — R beda takimi funkcjami

g'(a).

), to dla dowolnego = > a praw-

714. Uzupehi¢ znakami ”<” lub 7 >":
LEMAT: Niech a <b beda liczbami rzeczywistymi i niech f,g:R — R beda takimi funk-
cjami dwukrotnie rézniczkowalnymi, ze f(a)=g(a) oraz f(b)=g(b).
Jezeli dla kazdego x € (a,b) zachodzi nieréwnos¢ f”(z)<g"(z), to dla dowolnego

x € (a, b) prawdziwa jest nier6wnosé¢ f(z) ..... g(x).
Jezeli dla kazdego x € (a,b) zachodzi nieréwnosé¢ f”(x)>g"(z), to dla dowolnego
z € (a, b) prawdziwa jest nieréwnos$¢ f(zx) ..... g(x).
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Wstawi¢ znak ”<” albo ”>" i udowodni¢ powstatyg nieréwnos¢:
2

715. In(z+1) ..... z dla 2 >0 716. In(z+1) ..... x—% dla x>0
2
717. In(z+1) ... z dla —1 <z <0 718. In(z+1) .... x—% dla —1<z<0
r? 23
719. In(x+1) ..... x—;—k; dlaz>0
x? a3
720. In(z+1) ..... 33—5—1-? dla —1<2<0
721. In(z+1) ..... g dla 0 <z <2
722. arctgx ..... xdlaxz>0 723. arctgx ..... % dla0<z <1
2
724. sinw ..... xdlaxz>0 725. cosz ..... 1— % dla x>0
23 2 at
726. sinw ..... r——dlaz>0 727. cosx ..... l—-—+—dlaz>0
6 2 24
2 3
728. sinw ..... L dao<z<X 729. sinx ... T dla0<a<
7r 2 s 6

730. Funkcja f:[a, b] — R ma w przedziale D = [a, b] ciagte pochodne do rzedu trze-
ciego wlacznie (na koncach przedzialu ma pochodne jednostronne rowne odpowiednim
granicom jednostronnym odpowiednich pochodnych).

a) Czy funkcja f ma w punkcie a ekstremum (jesli tak, to jakie: minimum czy mak-
simum lokalne), jezeli:

(i) f'(a™)>0
(i) f'(a™) <0
(i) f/(a*) =0, f'(a*)>0
() f'(a*) =0, f(a*)<0
(v) f'(a®)=f"(a®)=0, f"(a¥)>0
(vi) f'(a®)=f"(a®) =0, f"(a")<0
b) Czy funkcja f ma w punkcie b ekstremum (jesli tak, to jakie: minimum czy mak-
simum lokalne), jezeli:
(vii) f'(b7)>0
(viii) f(b7) <0
(ix) f/(b7) =0, f"(b7)>0
(x) f/(b7)=0, f"(b7)<0
(i) S1(67) = f'(b7) =0, f"(b7) >0
(xii) f'(b7) = f"(b7) =0, f"(b7)<0
731. Dobrac¢ takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, aby funkcja f okreslona wzorem
f(x)=V1+x+ax+br*+ca?

speliata warunek

£0) = £(0) = £"(0)=0.

Czy funkcja f ma w zerze (lokalne) ekstremum? Jedli tak, to jakie?
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732. Dobrac takg liczbe rzeczywista a, aby funkcja f okreslona wzorem
f(x)=In(1+z)+e " +az®
speliata warunek

f///(o) — 0 )

Czy funkcja f ma w zerze (lokalne) ekstremum? Jedli tak, to jakie?

733. Dobraé taka liczbe rzeczywista a, aby funkcja f okreslona wzorem
f(@) =1 +2)+a e

spetiata warunek

f®0)=0.

734. Funkcja f: R — R jest rozniczkowalna tyle razy, ile sobie zapragniemy, a ponadto
f1(0)=f"(0)=f"(0)=0.
Dowie$¢, ze funkcja g okreslona wzorem g(x) = f(2%) spelnia warunek
g®)=0 dla k=12,..,n,
gdzie n jest mozliwie najwicksze. Pokazaé¢ na przyktadzie, ze nie musi byé ¢+ (0) = 0.

735. Funkcja f:R— R jest rézniczkowalna nieskoriczenie wiele razy. Dla ktérych
liczb naturalnych k funkcja g okreslona wzorem g(z)= f(2) musi spelnia¢ warunek

g®(0)=07
736. Dobrac¢ taka liczbe rzeczywista a, aby funkcja f okreslona wzorem
f(z)=sin (:c?’) +a-sin (355)

speliata warunek

FU9(0)=0.

Mozna pomachaé¢ rekami, tzn. nie trzeba precyzyjnie wszystkiego uzasadniaé, wystaczy
dojs¢ do poprawnej odpowiedzi zaktadajac, ze tamto czy siamto mozna zaniedbac.

Zadania powtérzeniowe do samodzielnego rozwigzania.
Pomoc w rozwiazaniu tych zadan mozna uzyskaé¢ na é¢wiczeniach grupy 5
w czwartek 30.01.2020 — nie bedg omawiane na éwiczeniach grup 1, 2, 4.

737. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
233.n<2n+238 ]

738. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

M dla 240
f(x) — 1—coszx
A dla z=0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
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739. Obliczy¢ granice

, Vn?2 V247 VRZ+14  Vn?+21 V/n2+28
lim 7T 7 T T 5T T o 2
o\ (n+A)° (n+A)°+1 (n+A)°+2 (n+A)°+3 (n+A)"+4
Ny Jot+7)2=21 \J(n+72—14 \J(n+7)2=7 \/(n+7)?
72 —"_ oo —"_ 2 —"_ 2 —"_ 2 —"_ 2
(n+A)"+k (n+B)"—3 (n+B)"—2 (n+B)"—1 (n+B)
dla tak dobranych liczb catkowitych A < B, aby zadanie mialo sens.

740. Wyznaczy¢ wszystkie zbiezne szeregi geometryczne Y a, o wyrazach dodat-

n=1

nich spetniajace warunek
o0 o
S an=3 a2 9.
n=1 n=1

741. Obliczy¢ granice

N

lim :
" ()

dla tak dobranej wartosci parametru k, aby granica ta byta dodatnia i skonczona.

W kazdym z kolejnych 10 zadan podaj w postaci uproszczonej kresy zbioru oraz okresl,

czy kresy nalezg do zbioru.
N={1,2,3,4,5,...} oznacza zbiér liczb naturalnych (catkowitych dodatnich).

742. Z:{m: mneN A 22m:44n}

749.

N
Il

—arctgr: x € [0, —l—oo)}

I8 =18 3

750.

N
Il

—arctgr: x €0, —i—oo)}

W o
8

751.

N
I
|

n
743. Z:{ZL: mneN A 22’":1616n}
744. Z:{:: mneN A 44" :1616”}
745. Z:{ZL: m,neN A 33’":2727n}
746. Z:{é;_l):l:nEN}
747. Z:{é;_l):g:neN}
748. Z_{ (;_11;5:neN}

{

{

{

—arctgr : x €0, +oo)}
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