Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2019/20

Rozwigzania zadan z listy 14.

752. W kazdym z zadan 752.1-752.5 podaj w postaci uproszczonej (np. liczby wy-
mierne musza by¢ zapisane w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego) kresy
zbioru oraz napisz, czy kresy nalezg do zbioru.

Kres moze by¢ liczba rzeczywista lub moze by¢ rowny —oo albo +oo0 = oc.

N={1,2,3,4,5,...} oznacza zbiér liczb naturalnych (catkowitych dodatnich).

1
21. A={ ———:
75 {n2—60 nGN}
infA=-1/11 supA=1/4
Czy kres dolny nalezy do zbioru A TAK Czy kres gérny nalezy do zbioru A TAK
752.2. B:{n2—7(): TLGN}
infB=-1/6 supB=1/11

Czy kres dolny nalezy do zbioru B TAK Czy kres gérny nalezy do zbioru B TAK

752.3. C ={V25n%+24n—5n: n €N}

infC'=2 supC'=12/5

Czy kres dolny nalezy do zbioru C' TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru C' NIE
752.4. D ={V/25n> —24n—5n: n €N}

inf D=—4 supD=-12/5

Czy kres dolny nalezy do zbioru D TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru D NIE
752.5. F ={V/25n%+24n+v/25n? — 24n— 10n: n € N}

inf £/ =-2 sup E=0

Czy kres dolny nalezy do zbioru £ TAK Czy kres gérny nalezy do zbioru £ NIE

753. W kazdym z zadan 753.1-753.3 podaj w postaci liczby caltkowitej lub
ulamka nieskracalnego wartos$ci pochodnej funkcji w trzech podanych punktach.

753.1. fi(v) =V f1i1)=1/3 f1(8)=1/12 fi21)=1/27

1 / _ / _ / _
753.2. ﬁ(@:m f(1)=-1/2 f3(2)=-8/125 £(3)=-3/250
753.3. f3(x) =In (2°+1) +arctg2 fil)=1 fi(2)=4/5 f3(3)=3/5

754. Wyznaczy¢ najmniejszg i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(x)=+v1622 + 8z +1—2?
na przedziale [—3, 4] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiggane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

flx) =V16224+8x+1—2* = \/(4z+1)? —2® = |4z + 1| —2?
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a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisaé w postaci
i dr+1—2* dla ze[-1/4,4]
€T) =
—4r—1—2% dla ze[-3,-1/4)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—3, 4] jest dana wzorem
) 4—2x dla ze(-1/4,4)
€Tr)=
—4—2x dla ze(-3,—-1/4)
W punkcie —1/4 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.
Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:
1° W przypadku = € (—1/4, 4) réwnanie f’(z)=0 sprowadza si¢ do 4—2x =0, co ma
rozwiazanie x = 2, ktore nalezy do rozwazanego przedziatu (—1/4, 4).
2° W przypadku z € (=3, —1/4) réwnanie f’(z) =0 sprowadza si¢ do —4 —2x =0,
co ma rozwiazanie x = —2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—3, —1/4).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —3 1 4,
e miejsca zerowe pochodnej: —2 1 2,
e punkt, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1/4.

f(=3)=2,
f(=2)=3,
f(=1/4)=-1/16,
f(2)=5,
f4)=1

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejszg row-
ng —1/16 w punkcie —1/4, a warto$¢ najwieksza réwna 5 w punkcie 2.

755. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

e —+/1+x

f@)=! Wity W o70
A dla =0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
Fh)=F0) G —A e VT A— An(1+h
£1(0) = lim 2 IO _gpy Wl T8 € TV n{l+h)
h—0 h h—0 h h—0 h-In(1+4h)
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Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone g, mozemy wiec
zastosowac regute de I’Hospitala.
eh— L A
PO = T hy 4 ok .

Przy h— 0 otrzymujemy iloraz 1/ ZO_A, co ma posta¢ nieoznaczona % dla A=1/2. Wéwezas

mozemy po raz drugi zastosowac regute de I’'Hospitala.

eh 4 1 + 1/2 7
. 4-(1+h)372 7 (1+h)2
1'(0) = fimy R = (3)
1+h ' (14h)2

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A=1/2 i wéwczas f'(0)=7/8.

756. Dobra¢ odpowiednia liczbe wymierng dodatnia C' i udowodni¢, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

C < Vn8+80ns —n?<10C .

Rozwigzanie:
Sposéb 1

Poniewaz wyrazenie dane w tresci zadania jest roéznica wyrazen zblizonej wielkosci,
zastosujemy wzor na réznice czwartych poteg w postaci

a*—b*

b—

a’+a2b+ab?+b3"’
gdzie przy dodatnich a, b mianownik jest zawsze rézny od zera. Otrzymujemy

80nb
VN £ 80nb —n? = .
<\4/ nd + 80n6)3 +n2. <\4/ nd + 80n6)2 +nt nE80nb +nb

Szacujemy ostatnie wyrazenie od dotu, szacujac mianownik od gory:

a—

80nS
>
(\4/77,8 + 80n6>3 +n?- (\4/n8 + 80nG>2 +nt - v/n8+80n8 +nf
S 80nS B
" (VS E8005) 42 (VnE 1 80) 4t T BORT 46
B 80nS ~80n° 5
C2TnS+9nbS+3n64nb  40nS
i od gory (szacujac mianownik od dotu):
80nS B
(V5 480n0)" +n2- (VS +80n5)” 4t VS +80R5+nS
80n® 80n°

< = =20=10-2.
(\4/n8+0>3+n2-(\4/n8+0)2+n4-m+n6 4nd

Otrzymalismy wiec wymagane oszacowania ze stalag C'= 2.
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Sposob 11
Oznaczamy dane w tredci zadania wyrazenie przez a, i po zastosowaniu wzoru skro-
conego mnozenia jak w sposobie I przepisujemy je w postaci

80nb
a,n = —=
(\4/ n8+80n6>3 +n2. (\4/n8+80n6)2 +n4 n8+80nb +nb
80

(V1+2) +(J1+59) + 14241

Poniewaz licznik ostatniego wyrazenia jest staty, a mianownik maleje wraz ze wzrostem n,
ciag (a,) jest rosnacy. Stad wynika, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nie-
rownosci

a <a, < lim a, .

n—oo

Poniewaz a, =2 oraz nlirglo a, =20, otrzymujemy wymagane oszacowania ze stalg C'=2.
—

Sposob 111
Poniewaz wyrazenie dane w tresci zadania jest réznicag wyrazen zblizonej wielkosci,
dwukrotnie zastosujemy wzér na réznice kwadratow w postaci

a®—b?

a+b
gdzie przy dodatnich a, b mianownik jest zawsze rézny od zera. Otrzymujemy

bl

Y SRR —n? — V/n®+80ns —n* _ 80n’ ‘
/18 +80n8 + n2 (\4/n8+80n6+n2) : (\/n8+80n6—|—n4>

Szacujemy ostatnie wyrazenie od dotu, szacujgc mianownik od gory:

80nS 80n®
(W—Hﬂ) : (\/m+n4) > (f‘/m+n2) . (\/W-H#) -
80n’ 80nS

pr— p— p— 2
4n2-10n*  40nb

i od gory (szacujac mianownik od dotu):

80n’
<
( Vn® £ 80ns + n2> . <\/ n8 4+ 80nb + n4>
80n° 80n’ 80n’

) <4V n8+0+”2)'(m+n4> T 2nZ.ont 4nb =20=10-2.

Otrzymalidmy wiec wymagane oszacowania ze stalg C'=2.

Sposob IV
Oznaczamy dane w tresci zadania wyrazenie przez a,, i po zastosowaniu wzoréw skro-
conego mnozenia jak w sposobie III przepisujemy je w postaci

80n’ 80
T (V80 n?) - (Vi + S0m ) (Y148 4+1) (118 +1)
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Poniewaz licznik ostatniego wyrazenia jest staty, a mianownik maleje wraz ze wzrostem n,
ciag (a,) jest rosnacy. Stad wynika, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nie-
rownosci

ai <G"<nhiﬁloa”'

Poniewaz a; =2 oraz lim a, =20, otrzymujemy wymagane oszacowania ze stata C'=2.
n—oo

757. Niech funkcja f:[0, +00) — R bedzie okreslona wzorem
flz)=eV".
Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wigksza:
f6)+f(8) cay 2-f(7)7

Rozwigzanie:
Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f w przedziale (0, +00) otrzymujemy
fz)= ﬂ
(x 3.2/
oraz , ,
() = e Ve 2.eVT

9.74/3  Q.p5/3°
skad nieréwnosé f”(z) <0 jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
eVe 2.V
0.44/3 Q. 5/3
23 <2 ,

<0,

T <8.
Zatem f jest $cisle wklesta w przedziale [0; 8], skad
r+y
f@)+fw) <21 (557) (4)

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych nleujemnych x,y < 8.
W szczegdlnosci

f6)+f(8)<2-f(7).

758. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

14+ - ! + = ! +.. + 1 5 !
8 27 4 2n(n+1)
Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.
1° Dlan=1mamy L=1oraz P=1, skad L=P.
2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze
14— ! + = ! +.. + 1 5 !
8 27 4 2n(n+1) "
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Wykazemy, ze woéwczas
1 1 1 1 5) 1
1+-+=+.. +=+—<-— .
T T T T )E S 2 (2 (&)
Wychodzac od lewej strony réwnosci (&) i korzystajac z zatozenia indukcyjnego otrzy-
mujemy

e T —
8 27 n®  (n+1)3 "4 2n(n+1) (n+1)?2 4 2(n+1)(n+2) ’
o ile udowodnimy, ze
) 1 1 5) 1

()

1 mn ) T a1 ST 2 Dt 2)
Przeksztalcanie nieréwnosci (O) prowadzi do kolejnych nieréwnosci réwnowaznych:
1 1 1
o e S

25 2(n+2)’
1 1 1
(n+1)2 " 2n  2(n+2)’
1 <(n+2)—n
(n+1)2 " 2n(n+2) '

1 1

< ;
(n+1)2 " n(n+2)
n(n+2) < (n+1)?,
n?+2n<n?+2n+1,

0<1,

a zatem nieréwnosé¢ (©) jest prawdziwa dla kazdej liczby n.
Drugi krok indukcyjny zostal wiec przeprowadzony dla kazdego n naturalnego.

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnos¢ zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.

759. Dobra¢ odpowiednia liczbe wymierng dodatnia C' i udowodni¢, ze dla dowolnej
liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci

_ V/36n+28 —/36n+ 13 _
S V25 +T75—V25n+ 11

Rozwigzanie:

Stosujac dwukrotnie (raz na poziomie licznika i raz na poziomie mianownika) wzor na
roznice kwadratow w postaci
a®—b?

 a+b

Y
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prawdziwy w przypadku a+0b# 0, otrzymujemy
V36n+28—36n+13  15- (V250 + 75+ v25n+11)
V25n+75—+/25n+11  64- <\/36n+28+\/36n—|— 13) '

Szacowanie od dotu (licznika od dotu i mianownika od géry) prowadzi do:
15-(v/25n+75++/25n+11) _ 15 (V25n+0++/25n+0)
64- (v/36n+28+/36n+13) ~ 64-(/36n+28n+/36n+13n)

_ 1510yR 150y 5 ©)
- 64-(VBAn+A9n)  64-15-yn 32

Szacowanie od gory (licznika od géry i mianownika od dotu) prowadzi do:
15- (V25n+ 75+ /25n+11) _15 (V25n+Tbn++v/25n+11n)
64-(v36n+28+/36n+13)  64-(v36n+0+v36n+0)

_15-(\/100n+\/36n>_15~16-\/ﬁ_i_20 0
B 64-12-\/n C64-12-y/n 16 T

Zatem udowodnilismy podane w tresci zadania oszacowania ze stata C'=5/32.

760. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

oo o0
> a,=4  oraz S a2 =8.
n=1 n=1

Rozwigzanie:

Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.

W tym celu zatézmy, Ze a,, = cq™ !, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < ¢ < 1. Wéwcezas

[ee] o0 . C
Y= e = 0
n=1 n=1 —q
oraz
o~ 2\~ 2( 2\ c
Yap=>c ) =15 (9)
n=1 n=1 —q
co po uwzglednieniu warunkéw zadania oraz prowadzi do uktadu réwnan
1 =
2 1 (10)
; = 8,
l—q
czyli
c = 41-gq)
A = 8(1-¢).
Dzielgc drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy
c=242q,
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co po podstawieniu do pierwszego réwnania daje kolejno

24+2¢=4—4q,
6g=2,
1
q= 37
skad
c:2+2q:2+2=§.
3 3
Otrzymane rozwigzanie ¢ =1/3, ¢=8/3 prowadzi do
R et G 8
n=cq" " =5
Odpowiedz: Przykladem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg
> 8
=1

761. Obliczy¢ sume szeregu
o 1
,; n-(n+2)-(n+3)"

Rozwigzanie:

Rozktadamy wyrazenie pod znakiem sumy na utamki proste, czyli szukamy takich liczb

A, BiC,ze
1 A B C

n-(n+2)-(n+3) 5+n—|—2+n+3'

(11)

Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez n-(n+2)-(n+3) otrzymujemy
1=A-(n+2)-(n+3)+B-n-(n+3)+C-n-(n+2).
Dla n=0 otrzymujemy A=1/6, dla n=—2 dostajemy B = —1/2, natomiast przyjecie
n=—3 daje C'=1/3. Mozna tez utozy¢ uktad réwnan na wspdtczynniki i go rozwiazac.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem

e M | G TE

—in-(n+2)-(n+3) =\ n n+2 n+3

:<1/6 1/2+1/3>+<1/6 1/2+1/3>+<1/6 1/2+1/3>+<1/6 1/2+1/3)+

1 3 4 2 4 5 3 5 6 4 6 7

"'+<J\}/—62_2V/2+J\}fl>+(i\i@1_z\}f1+;f2>+<w_1/2+1/3> N

N N+2 N+3
_Y6 16 13 16 16 13 5 1/6  1/6  1/3

1 2 3 N+1 N+2 N+3 36 N+1 N+2 N+3’
co przy N dazacym do +oo zbiega do 5/36.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 5/36.

Lista 14R (rozwigzania) - 108 - Strony 101-113



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2019/20

762. Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem f(z)=+/5z%+ 125. Dowies¢,
ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [—10, 10] zachodzi nieréwnosé

[f (@)= fy)l<2-]e—yl.
Rozwigzanie:

Dla x =y dowodzona nierownos¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé

[f ()= W)l =11 (O] lz =y,

gdzie c jest pewna liczba lezaca miedzy z i1 y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x € [—10, 10] zachodzi nier6wnosé

f'(z)]<2. (22)
Bezposrednie wyliczenia potaczone z nieréwnoscia |z| < 10 prowadza do:
dx 5|z ) ) ) )
|/ ()] = 2 - 2| | - 55 S 25 - =2,
V522 +125|  /5a2+125 ¢5+ 12 ¢5+ 5 V62 25

co konczy rozwigzanie zadania.

763. W zadaniach 763.1-763.10 funkcja f; jest okreslona wzorem
fe(z)=2"In(1+2).

W kazdym z tych zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskra-
calnego wartos¢ pochodnej wskazanego rzedu w zerze.

763.1. f1(0) =2

763.2. f1'(0)=—3

763.3. f\V(0) =8

763.4. f”(0) = —30

763.5. f5'(0)=6

763.6. £, (0) = —12

763.7. f1”(0) =40

763.8. £1"(0) =24

763.9. f\”(0) = —60

763.10. f\”(0) =120
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764. Wyznaczy¢ taki wielomian piatego stopnia W (z) o wspétezynnikach rzeczywi-
stych, ze funkcja f:IR — R okreslona wzorem
-1 dla z<-1
flz)=¢ W(z) dla —-l<z<1
1 dla z>1
jest dwukrotnie rézniczkowalna.

Rozwigzanie:
Niech
W(x) = az®+ba* +ca® + da’ +ex+g.

Aby funkcja f byta dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie —1, musza zachodzi¢ wa-
runki

W(-1)=-1 oraz W'(-1)=W"(-1)=0. (13)
Dwukrotng rézniczkowalnos$¢ funkcji f w jedynce otrzymamy pod warunkiem
wW(l)=1 oraz wW'(1)=w"(1)=0, (14)
co wobec
W' (x) = bax* +4bx® +3ca® +2dx +e
oraz

W (z) = 20ax® +12ba® +6cx +2d

prowadzi do uktadu réwnan

—a+b—c+d—e+g = -1
a+b+c+d+e+g
5a—4b+3c—2d+e
Sa+4b+3c+2d+e
—20a+12b—6¢+2d
20a+12b+6¢+2d = 0

Dodanie stronami rownan pierwszego i drugiego, odjecie trzeciego i czwartego, dodanie
piatego i szbéstego daje po uproszczeniu

(15)

I
co o~

b+d+g = 0
2b+d = 0
6b+d = 0

Stad tatwo otrzymujemy b=d=¢g=0. W konsekwencji uktad réwnar (15) po uproszczeniu
przyjmuje postac

at+c+e = 1
ba+3c+e =
10a+3¢c = 0

Rozwiazaniem tego ukladu jest a =3/8, c=—5/4, e=15/8.

Odpowiedz: Wielomianem spelniajacym warunki zadania jest
32" —102°+ 15z

W) .
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765. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(x) =22+ Vat—9822+ T4
na przedziale [—11, 9] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

fla) =20+ Va* = 9827+ T4 =2z + /(22 — 49)* = 2z + |2* — 49|, (16)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
2r+12—49 dla ze[-11, =7]U[T7, 9]
(2) = (17)
20 —22+49 dla ze(=7,7)

W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—11, 9] jest dana wzorem

242z dla ze(-11,-7)U(7,9)
flz)= { (18)
2—2x dla z€(=7,7)
W punktach 7 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygacé jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktow, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.
Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:
1° W przypadku x € (=11, —=7)U(7, 9) réwnanie f’(x)=0 sprowadza sie do 2+2z=0,
co ma rozwiazanie x = —1, ktére nie nalezy do rozwazanego zbioru (—11, =7)U(7, 9).
2° W przypadku x € (=7, 7) réwnanie f'(x)=0 sprowadza sie do 2—2z =0, co ma
rozwiazanie x = 1, ktore nalezy do rozwazanego przedzialu (—7, 7).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedzialu: —111 9,
e miejsce zerowe pochodnej: 1,
e punkty, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —7 1 7.

J(~11)=50,
F(=T)=-14,
f(1)=50,
f(7)=14,
£(9)=50

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza réw-
na —14 w punkcie —7, a wartos¢ najwieksza réwna 50 w punktach —11, 11 9.
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766. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
m S 22n—1
n)~ Jn

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

Rozwigzanie:

1° Dla n =1 mamy

oraz

Zatem dana w zadaniu nierownos¢ przyjmuje postaé¢ 2 > 2, jest wiec prawdziwa.
2° Niech teraz n bedzie taka liczba naturalna, ze

B

Wykazemy, ze wéwczas zachodzi nieréwnoscé

2n+2 22n+1
2 2
<n+1) vn+1 (20)

Zauwazmy najpierw, ze lewa strone nieréwnosci (19) mozna zapisaé jako

2n\  (2n)!
n) nl-nl’
Przeksztalcajac lewa strone nieréwnosci (20) i korzystajac z zatozenia indukeyjnego (19)

otrzymujemy

L:(anf)_ @2n+2)!  (2n)! (2n+1)-(2n+2)  (2n)! 2-(2n+1)>

T+ D+ nlnl (n+1)-(n+1)  nlnl n+l
2n—1 . 2n+1
S22 @ntl) 2

=z : =z P,
Vn n+1 vn+1

o ile udowodnimy, ze

22n—1 2. (27’L—|— 1) S 22n+1
NLD n+l = n+l’
Nier6wnosé (21) jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
2n+1

——
Vnovn—+1
n+1>2-/n-vn+1,

2n+1)*>4-n-(n+1),

(21)

2,
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An?4+4n+1>4n+4n,
1>0),

a zatem nieréwnos¢ (21) jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.
Tym samym udowodniliSmy, ze dla kazdej liczby naturalnej n z nieréwnosci (19)
wynika nieréwnosé (20).

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.

767. Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okre$lona wzorem f(x)=+/1022+9000 .
Dowiesé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—10, 10] zachodzi nieréwnosé

[f(z) = f)l<l|lz—y|.
Rozwigzanie:

Dla x =y dowodzona nierownos¢ jest oczywista, natomiast przy x # vy z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé

[f ()= W) =11 (O] lz =y,

gdzie c jest pewna liczba lezaca miedzy z i1 y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x € [—10, 10] zachodzi nier6wnosé

|f'(z)]<1. (22)
Bezposrednie wyliczenia polaczone z nier6wnoscia |z| < 10 prowadza do:
10z 10- || 10 10 10 10

()| =

pu— p— < pr— :771,
V102249000 /10+2%0 ~\/10+ %0 /10+90 10

V102249000

co konczy rozwigzanie zadania.
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