Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2019/20

Kolokwium nr 5: poniedzialek 18.11.2019, godz. 10:15-11:00, materiat zad. 1-256.

Zadania do samodzielnego rozwigzania.
Pomoc w rozwigzaniu tych zadan mozna uzyskaé¢ na éwiczeniach grupy 5
w czwartek 7.11.2019 — nie beda omawiane na ¢éwiczeniach grup 1, 2, 4.

Przypomnij sobie ze szkoly: Postep arytmetyczny i geometryczny.

Uwaga: Przyjmujemy, ze w postepie geometrycznym wszystkie wyrazy sa rozne od zera.

195. Obliczy¢ sume postepu geometrycznego
14+34+9+27+...+3".

196. Obliczy¢ sume postepu arytmetycznego
2234228 +233+...+778.

197. Pierwszy, czwarty i dziesiaty wyraz postepu arytmetycznego tworza (z zacho-
waniem kolejnosci) postep geometryczny tréjwyrazowy. Wyznaczyé iloraz tego postepu
geometrycznego.

198. Wyznaczy¢ pierwszy wyraz postepu arytmetycznego z poprzedniego zadania,
jesli wiadomo ponadto, ze jego siodmy wyraz jest réwny 21.

199. Jezeli w poprzednich dwoch zadaniach uzyskat(a/e)$ odpowiedzi odpowiednio
217, rozwiaz je ponownie, tym razem poprawnie.

200. Dla ktorych liczb naturalnych n > 3 prawdziwe jest nastepujace twierdzenie?
W dowolnym postepie arytmetycznym n-wyrazowym o sumie 0 co najmniej jeden z wy-
razow jest rowny 0.

201. Dla ktorych liczb naturalnych n > 3 prawdziwe jest nastepujace twierdzenie?
W dowolnym postepie geometrycznym n-wyrazowym o iloczynie wyrazéw row-
nym 1, co najmniej jeden z wyrazow jest rowny 1.

202. Dla ktorych liczb naturalnych n > 3 dowolny postep geometryczny n-wyrazowy
ma dodatni iloczyn wyrazéw?

203. Dla ktorych liczb naturalnych n > 3 istnieje postep arytmetyczny n-wyrazowy
o sumie n i jednym z wyrazéow réwnym n ?

204. Dla ktérych liczb naturalnych n podany wzoér jest poprawnym wzorem na sume

n-wyrazowego postepu arytmetycznego aq, as, ..., a, 7
ar+as+a 3a11+a
a) Sy = b) 5, =~
a7+ ag+ay, as+ar+ap_g+ay
¢) Sy=——p—"" d) 5, =~
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205. Dobraé takie liczby A, B (by¢ moze zalezne od n), aby otrzymaé¢ wzoér na sume
n-wyrazowego postepu arytmetycznego ag, ao, ..., Gy.
a) S,=Aa,+Bay (n>3)
b) S,=Aas+Ba; (n>7)

206. W dowolnym postepie arytmetycznym n-wyrazowym aq, as, as, ..., @, O Su-
mie 90, co najmniej jeden z wyrazéw jest réwny w.

Dla podanej liczby n podaé¢ liczbe w, dla ktérej powyzsze zdanie jest prawdziwe.
Wpisz NIE, jesli liczba w o zadanej wtasnosci nie istnieje.

a) n=>5, W o e e e e e :
D) M=, W s :
c) n=10, W o e e e e :
A) M= 0D, W =

207. Dla podanej liczby n poda¢ przyktad rosnacego postepu arytmetycznego n-wy-
razowego o sumie wyrazéow rownej n?, w ktérym wystepuje wyraz réwny 1.

T e P ;
D) =, ;
C) L D, et :
Q) =T,

208. Zapisa¢ podane sumy w postaci utamka dziesietnego z przyblizeniem do 100
miejsc po przecinku:

2018 | 2018 | 2018 | 2018 | 2018 (_1)n
) > o b) > 5 )2 d) 2o ) D g
n=1 2 n=1 3 n=1 4 n=1 6 n=1 9

209. Uzupehi¢ zdanie: Dla dowolnego postepu ........cccoeeeeieieieennn. ai, ag, ..., Ay Clag

a1+7,a2+7,...,a,+7 jest postepem .........cccceeeeiiinnnnn.l.

210. Uzupehi¢ zdanie: Dla dowolnego postepu ........ccooeeeeeeieiennnn. ai, ag, ..., Ay Clag
Tay, Tas, ..., Ta, jest postepem .........ccccoeeeerinnnnn...

211. Uzupehi¢ zdanie: Dla dowolnego postepu .......cccooeeevvvvvvnnnnn. ai, ag, ..., Ay Ciag

77 7
aj, ay, ..., a, jest postepem ...

212. Uzupehi¢ zdanie: Dla dowolnego postepu .......ccccoeeevvvvvennnnn.. ai, ag, ..., A, Ciag
T T2 T jest postepem ...

213. Uzupeki¢ zdanie: Dla dowolnego postepu .........coovviiieeeeiii. a1, A2y ..., Qp O WY-
razach dodatnich ciag log-a;, log,as, ..., log-a, jest postepem ..........................
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Poziom standardowy (z my$la o ocenie co najwyzej dobrej)
5. Ciagi liczbowe, granica.

Zadania do omdwienia na ¢wiczeniach 4,7,14.11.2019 (grupy 1, 2, 4).
Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé¢ przed éwiczeniami.

Zbadaé zbieznosé ciagu (a,) okreslonego podanym wzorem; obliczy¢ granice, jesli ciag
jest zbiezny. Wolno skorzystac ze wzoru lim ¢" =0, gdy lq| < 1.

3 2 4 2 5 2 3/°2
214. _n 215. M 216. M 217. M 218. ﬂ
n+7 3nt+7 3nt+7 3nt+7 n+2
1-2 —4 — e —2
219, 12T OH T2 g M o1 g (—1)
n?+2 1+y/n
7
n+1l4y/n 142 0431 +32433 ... 43
09, (\/ \/_) gy LT2H3 ot o 343443 43

n3(1—|—7\/n—|—2) n? 3"
V3 an
225. Y2 T2 o006 VP 3n—n 227.n(\/n2+7—n)

eS|
228. V_” Vi Vnltlonm® gy Tnt (Vnyn)Pyontl
ntT=yn ' (\/M—nQ)Q 11n3+7n+3
1)"-n! dla n <100 ; - ) 4_22
231 { 3 dla n > 100 232. 2+ (—1)m) 233. n°-vn*+1-n 5

234. Wskazac liczbe naturalna k, dla ktérej granica
I 3n2+2-VnF+1
im
n=00n2 4+ 5. YnT+74+7-v/n>+5

istnieje i jest liczba rzeczywista dodatnia. Obliczy¢ wartos¢ granicy przy tak wybranej
liczbie k.

235. Wskazac liczbe naturalng k, dla ktorej granica

CoA/nB oS +1—n"
lim

istnieje i jest liczba rzeczywista dodatnig. Obliczy¢ warto$é granicy przy tak wybranej
liczbie k.

236. W kazdym z zadan 236.1-236.10 podaj granice (lub granice niewlasciwa) ciagu.

236.1. lim (\/n12—|—5n5—n5): ...... 236.2. lim (\/n12—|—5n5—n6): ......

n—-+00 n—-+oo

236.3. ngglm(m—nf*): ...... 236.4. ngmoo(\/m—nﬁ): ......
236.5. ngglm(m—n?): ...... 236.6. lim (VP 46nS—n®)= ...
236.7. ngglm(m—n‘*): ...... 236.8. ngmm(m_m): ......
236.9. nggloo(f/m—n‘*) S 236.10. ngxgoo(i”/m—nﬁ) S
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237. Wskazac liczbe rzeczywista k, dla ktérej granica
f (7 (V1)
istnieje i jest liczba rzeczywista dodatnia. Obliczy¢ wartos¢ granicy przy tak wybranej
liczbie k.

238. Wskazac liczbe rzeczywista k, dla ktorej granica

lim (nk (f‘/nST—H—an»

istnieje i jest liczba rzeczywista dodatnia. Obliczy¢ wartos¢ granicy przy tak wybranej
liczbie k.

239. Obliczy¢ granice
3
; (\/n16 +n3— n8)
im
”—m( /7,16 +n5_n8)5

240. W kazdym z zadan 240.1-240.5 podaj granice (lub granice niewtasciwa) ciagu.
Liczby wymierne podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.

. 14244+8+...+2F+ .. +64
240.1. lim BT
n—too 1 +4+164+64+...+4k+ . +64n

o 14+4416+64+...+4F ... +647
240.2. lim B
n—+o0 ]l +8464+512+...+8k+...+ 64"

, 14+24+44+8+...+2F+ .. +64
240.3. lim e
n—+o00 ]l +8464+512+ ...+ 8 +...+64"

. 1+8+64+512+...+8k+...+64n
240.4. lim S
n—+too 1464 +4096+ ... +64% + ...+ 64"

. 14+4416+64+... +4"+ 464"
240.5. lim e
n50 T+ 64+ 4096+ ..+ 645+ ...+ 64"

241. W kazdym z zadan 241.1-241.6 podaj granice (lub granice niewtasciwa) ciagu.
Liczby wymierne podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.

143494274 +3F+.. 497
241.1. lim S
n—tool4+9+81+729+...+95 4 .. 4+9n

. 145+254125+...+5%+... 425"
241.2. lim e
n—too 14+254+6254...+25F+ ... 4257

14349427+ 4327
241.3. lim e U
oo 1427+ 720+ ...+ 276+ ..+ 27"

_ 1454254125+ + 5+ ... +125
241.4. lim e
n—+o0 14125+ 15625 +...+ 125F 4 ... 41257

1+2+4 2k 16"
241.5. lim o tAESE AR MO
n—too 1+ 16+ 256+ +16F+ .. +16"

14349427+ .43+ 481"
241.6. lim B
n—+o0 1 +81+6561+...+81k+...+81n
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Zbadaé zbieznosé ciagu (a,) okreslonego podanym wzorem; obliczy¢ granice, jesli ciag
jest zbiezny.

\/8n2+1+\/8n2+2+\/8n2+3+ +\/8n2+3n
Vonti+l  V2nt+2  V2ri+3 T V2ni+3n

242. "Un 243. Vn? 244.

245. Obliczy¢ granice
. nt—n?+1 3n*—2n%2+4  3n*—3n2+9
lim + 4+ ...
n—oo\ hnd—n3+1 HndP—2n3+8 Hnd—3n34+27
N 3nt —kn?+ k2 - 3nt —2n3+4n?
5nd—kn3+k3 7 5nd—2nt4-8n3

246. Obliczy¢ granice

5 5n3+3 N 5n3+6 N 5n3 49 N 5n3 412 - 5n3 +6n>
im Y/ .
=\ Vnl0+3  Vnl04+6  Vn'0+9  /nl0+12 Vnl046n?

247. Obliczy¢ granice

i An®+1 i 4n? +2 4 4n?+3 n 4An? +4 T 4n? +6n
im |
n—oo\ 3 /nb+1 n3+vnb+2 n3+vnb+3 n3+vnb+4 n34++/nb+6n

248. Obliczy¢ granice

lim (et T
im )
n—oo\nd n34+1 n3+2 n34+3 n3+4 n3+5 n34+6 (n+1)3

249. Obliczy¢ granice

vVn3+1 342 313 34k n4+1)3
g (YL VWRR2 L Wete3 L etk VDT
n—oo \ \/A9nT—1  /49n"+1 49n7—1 [49n7 + (—1)* VA49nT —1

250. Obliczy¢ granice

’ n? N n?+1 n?+2 n?+3 n?+4
1m
R\VESHL 211 24241 243+ 1 (2 44)° 41
n®+k (n+3)?
t——t A —| .
(n?4+k)"+1 v (n+3)6+1

251. Obliczy¢ granice
’ <\/k~nk+1 VEk-n¥+2 VEk-n*+3 VEk-nk+4 \/k'n’“—i—n?))
im —_—

+
n’+1 n’+4 n’+9 n’+16 n’+nb
dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica
byta dodatnia i skonczona.

n—oo
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252. Obliczy¢ granice
Jk-nk+1 Vk-nF+2 Jk-nkF+3 \:)'/k-nk—i—él_i_ +\3/k-nk—|—n4
ni3+1 nid+4 ni34+9 nB+16 nld3 +nsd

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica
byta dodatnia i skonczona.

lim

n—oo

253. a) Dobra¢ takie liczby catkowite A>01i B> 1, aby zadanie b) mialo sens.
b) Obliczy¢ granice

( Vn? Vn2+3 Vn?+6 Vn2+9
(n+1)° (n+1°+2 (n+1)°+4 (n+1)°+6
V21 3k Jnt+AR—6 \J(n+A)2-3 \/(n+A)?
TV I 5 T 55 T 5
(n+1)"+2k (n+B)"—4 (n+B)"—2 (n+B)
dla A i B dobranych w zadaniu a).

lim

n—oo

254. Obliczy¢ granice

vn? V245 V2410 | Vn?+15 | Vn?+20
((n+1)2+(n+1)2+3+ (n+1)2+6+(n+1)2+9+ (n+1)*+12
V2 5k +\/(n+A)2—15+\/(n~|—A)2—10+\/(n+A)2—5 \/(n+A)2)

lim

n—oo

(n+1°+3k (n+B)?*-9 (n+B)>—6  (n+B)*—3  (n+B)?
dla tak dobranych liczb catkowitych A > 01 B > 1, aby zadanie miato sens.

255. Obliczy¢ granice

<(n+2)2 (n4+2°+1 (n+2°+2 (n+2)°+3 (n+2)°+4

Vn?+2k Jt+A)2—6 \J(n+A2-4 \Jn+A)2-2 \[(n+A)?
(n+2)2+k:+”'+ (n+B)*—3 " (n+B)* -2 " (n+B)*—1 (n+B)2)

dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 1 B > 2, aby zadanie mialo sens.

lim

n—oo

256. Obliczy¢ granice
1im< Vn2 N VnZ+3 N Vn?+6 N Vn?+9 N Vn?+12
=%\ (n+B)* (n+B)’+1 (n+B)’+2 (n+B)’+3 (n+B)’+4
253k Jot+A2-9 J(n+A)2—6 \/(n+A)?-3 \/(n+A)
+ Tt -t -t ; ;
(n+B) +k (n+6)"—3 (n+6)"—2 (n+6)"—1 (n+6)
dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 1 B <6, aby zadanie miato sens.
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Zadania do samodzielnego rozwigzania.
Pomoc w rozwigzaniu tych zadan mozna uzyskaé¢ na éwiczeniach grupy 5
w czwartek 14.11.2019 — nie bedg omawiane na ¢éwiczeniach grup 1, 2, 4.

Rozumienie i analizowanie wybranych napiséw matematycznych.

Zapisa¢ podany zbiér uzywajac przedziatow, zbioru liczb wymiernych oraz dziatan na
zbiorach. N={1,23,...} jest zbiorem liczb naturalnych.

257. {x2 :

re(-2,1]}

259. {g:4 cre (=2, 1]}

261. {2*+y*: vy (-2, 1]}

263. {zy : z,ye(—2,1]}

265.

271.

273.

{
{
200, |
{
{
{

Lista 5

:mneN A m2>2n2}

:mneN A m3<5n3}

:mneN A 3”<2m<4"}

:mneN A 8n2<m2<9n2}

- 20 -

258. {2*: we(-2,1]}
260. {2°: ze(-2,1]}
262. {z*+y": zye (-2 1]}

264. {xy2 s xy e (=2, 1]}

266. {\/(I—3)22 r€e(2,7]

276. {m - mneN A 8" <4™ <"
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