Jarostaw Wroblewsk:

Analiza Matematyczna 1, zima 2019/20

Rozwigzania niektorych zadan z listy 7.

o0

1
431. Obliczy¢ sume szeregu —_
LG
Rozwigzanie:

Poczatek danego w zadaniu szeregu wyglada nastepujaco
1 1 1 1 1 1
DT T TR TR TR VTR
Poniewaz szereg ma wyrazy dodatnie, jego suma nie zmieni si¢ przy zmianie kolejnosci
sumowania jego wyrazow.

Zauwazmy, ze wyrazy o indeksach nieparzystych tworza ciag geometryczny o ilora-

zie 1/4 i pierwszym wyrazie 1/2. Poniewaz suma szeregu geometrycznego o pierwszym
wyrazie a; i ilorazie ¢, gdzie |g| <1, jest réwna

aq
1_Q7
otrzymujemy
1 1 1 1 o 1)2 2
i—i_?—i_ﬁ—i_?‘i_...— —

1-1/4 3
Podobnie, wyrazy o indeksach parzystych tworza ciag geometryczny o ilorazie 1/16 i
pierwszym wyrazie 1/16. Przy tym

1 1 1 1

1
etatetEt =5
Suma danego w zadaniu szeregu jest wiec rowna

2 N 111
315 15

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 11/15.

432. Dany jest zbiezny szereg geometryczny Y. a, o sumie S. Wiadomo, ze
n=1

> (=), =T.
n=1
Wyznaczyé sume szeregu > a? w zaleznosci od S'i 7.

n=1
Rozwigzanie:

[e.e]
Skorzystamy z nastepujacego wzoru na sume zbieznego szeregu geometrycznego Y. a,
n=1
o ilorazie ¢, gdzie |g| < 1:

0 a
> a,= :
n=1 1 —q
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Jezeli dany w zadaniu szereg geometryczny Y. a, ma iloraz ¢, to dla dowolnej liczby
n=1

naturalnej n zachodzi réwnosé a,, = a;-¢" . W konsekwencji
(=1)"an=(=1)"a1:¢"" = (=a1) - (=¢)" .
o0
Zatem szereg > (—1)"a, jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie —ay i ilo-
n=1

razie —q. Mamy wiec
o
—a —a

T 1-(—q) 1+q

(=1)"an

n=1
2 _ n—1\2 _ (. 2 2\ 1
an=(a-q"") = () ()"
o0
skad wynika, ze szereg 3 a? jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie a?

n=1

i ilorazie ¢%. Po uwzglednieniu zalozen

Podobnie

0o ay 00 —ay
an = = oraz (=D)"a, = =T
n; 1=q nz::l 1+q

otrzymujemy
a? a; @ a,  —ay

- 2
an: = . = — . :—ST
nz::l 1—¢?2 1—q 1+4¢q l—q 1+4+¢

Odpowiedz: Suma szeregu > a? jest réwna —ST.
n=1

>* 1
433. Obliczy¢ sume szeregu Z 1
n —

n=2
Rozwigzanie:

Szukamy takich liczb A i B, ze
1 1 A B

n2—1 (n—1)(n+1) n—1+n+1 '
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez (n—1)(n+1) otrzymujemy
1=A(n+1)+B(n—-1).
Dla n =1 otrzymujemy A=1/2, natomiast przyjecie n=—1 daje B=—1/2.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem

N 1 1 1 1//1 1 1 1 1 1
SN_nzz:QnQ—l_22<n—1_n+1)_2<<1_3>+(2_4>+<3_5)+”'

n=2

v v (v o) (v va)) =
TAN=3 N-1 N—-2 N N—-1 N+1/))

_1(1+1 1 1)
~2\1 2 N N+1/)’

co przy N dazacym do +oo zbiega do 3/4.
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 3/4.
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1
434. Obliczy¢ sume szeregu Z 3
Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A i1 B, ze
1 1 A B

n?+3n n-(n+3) n n+3
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez n - (n+3) otrzymujemy
1=A(n+3)+Bn.

Dla n=0 otrzymujemy A =1/3, natomiast przyjecie n = —3 daje B=—1/3.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem

A | 1M /1 1
=3 i )

—n*+3n 3 \n n+3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
:3(<1—4)+(2—5>+(3‘6)+(4—7)+(5—8>+“

1 1 1 1 1 1 1 1
*(N_g‘N)+<N_z‘Au4)+<N_1‘N+2)+@v‘w+5»
1,1 1 1 1 1 1
3<1+2+3 N+l N+2_N+3>’

co przy N dazacym do +oo zbiega do 11/18.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 11/18.

1
435. Obliczy¢ sume szeregu Z )
n
Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A, Bi C ze
I 1 A B C

—4n  (n—2)-n-(n+2) n—2+5+n+2 '
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez (n—2)-n-(n+2) otrzymujemy
1=A-n-(n+2)+B-(n—2)-(n+2)+C-(n—2)n.

Dla n=2 otrzymujemy A=1/8, dla n=0 dostajemy B=—1/4, natomiast przyjecie
n=-—2 daje C'=1/8.
Zatem N-ta suma czgs'ciowa danego szeregu wyraza si¢ wzorem

1 1 X 1 2 1
Sv=3 = 2 (-t ) -

n n+2
1121 121 1 2 1 1 2 1 1 2 1
=5 ((G578) G iva) Gsra)r (Gare) tG77a)
1 2 1 1 2 1
"+<N—6_N—4+N—2>+<N—5_N—3+N—1>+

Lista TR (rozwigzania niektérych zadan) - 40 - Strony 38-41



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2019/20

1 2 1 1 2 1 1 2 1
+<N—4_N— N)+<N—3_N41+AH&>+<N—2_N+AHQ>%:
1 1 1 1 1 1 1
2 3 4 N—1N+N+1+N+J
co przy N dazacym do 400 zbiega do
1,1 1 1 1\ 1 1246-4-3 11
8<1+2_3_4)_8' 12 9%

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 11/96.

Uwaga: Nieco prostsze rachunkowo rozwiazanie moze by¢ oparte na tozsamosci

1 _1‘< 1 >
(n—2)n-(n+2) 4 \(n—2)n n-(n+2))’

pod warunkiem, ze na nig jakos wpadniemy.

. > 1
436. Obliczy¢ sume szeregu nz::l o
Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A i B, ze
1 1 A B

n2+5n n-(n+5) 7 nts
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez n - (n—+5) otrzymujemy
1=A(n+5)+DBn.
Dla n=0 otrzymujemy A =1/5, natomiast przyjecie n = —5 daje B=—1/5.

Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem

N 1M /1 1
Sy=S—— - (_>
N Zn2+5n 5 n n+5

n=1

A GGG
+(N 37 N7 3+5N > N+3>+<N11 Ni4>+($ AﬁH)>:

1/1 1 1 1 1

5@+é+ 175 N+l N+2 N3 N+4 N+J
co przy N dazacym do 400 zbiega do
1 (1 1 1 1 1) 1 60+304+20+15+12 137

512737 175) 5 60 300

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 137/300.
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