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912. Funkcja f: (0, +00) — R jest okreslona wzorem
e’ +1
=1 .
f(z)=In (6“”” — 1>
Funkcja g jest ztozeniem 2018 egzemplarzy funkcji f:

9(@)=f(f(fC f(f(2))..))
Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ (\/E> jest wymierna.

Rozwigzanie:

Wykresem funkcji f jest krzywa o réwnaniu

_1n<e‘”+1>
y= et—1) "

Przeksztatcanie tego réwnania prowadzi kolejno do réwnan réwnowaznych
X
v e"+1
- )
et —1

e’-ed—e!=e"41,

e’-eV—e"—eV=1.

Poniewaz ostatnie réwnanie nie zmienia sie przy zamianie x i y, krzywa opisana tym
rownaniem jest symetryczna wzgledem prostej o rownaniu x = y. To oznacza, ze funkcja f
jest odwrotna sama do siebie, czyli f(f(z)) =z dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej x.
W konsekwencji g(z) =z dla x>0 1 ¢'(z)=1. W szczegdlnosci ¢ (\/E) =1 jest liczba
wymierna.

913. W kazdym z zadan 913.1-913.5 dla podanej funkcji g; : R — R definiujemy
funkcje f;: R — R wzorem

fi(gi(z)) =2*+3z.

W kazdym z tych zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskra-
calnego wartosci pochodnej funkcji f; w trzech podanych punktach.

913.1. gy () =2+ +6  f/(8)=3/2 £1(16)=15/13 £1(36)=15/14

913.2. go(x) =2 +22+3  £(6)=6/5  f£i(15)=15/14  f,(36)=30,29

913.3. g3(x) =22° + 2 fi(3)=6/7 f4(18)=3/5 fi(67)=6/11
913.4. g4(x) =2° + 2 +2 f1(2)=3 fi(4)=1 £1(36)=5/27
913.5. g5(x) = 2° + 22 £1(0)=3/2 f4(3)=6/7 £1(36) =15/82
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914. Skonstruowa¢ przyktad takiej funkcji rézniczkowalnej f: R — R, ze
0 dla <0
J(z)= {x dla z>1
Rozwigzanie:
Postaramy sie uzupeti¢ funkcje f na przedziale (0, 1) funkcja wielomianowa. Poniewaz
musimy dopasowaé cztery liczby (wartoéci i pochodne w punktach 0 i 1), wyprébuje-
my wielomian, w ktéorym mozna dobraé¢ cztery wspoétczynniki, a mianowicie wielomian
stopnia co najwyzej 3, oznaczmy go przez
W (z)=az®+bz’+cr+d.

Pelna definicja funkcji f przyjmie wiec postac:

0 dla <0
f(x)={ax®*+br*+cx+d dla 0<z<l1
T dla.  z>1

Zauwazmy, ze pochodna wielomianu jest dana wzorem W'(x) = 3ax?+ 2bx +c.

Aby okreslona wyzej funkcja f byta ciagla i rézniczkowalna, muszg zachodzié¢ naste-
pujace rOWNOSCi:
e ciaglos¢ w zerze: f(0)=W(0), czyli 0=d,
e ciagtosé w jedynce: f(1)=W(17), czyli 1 =a+b+c+d,
e rozniczkowalno$é w zerze: f'(07)=W'(07), czyli 0=c,
e rézniczkowalnosé w jedynce: f/(17)=W’'(17), czyli 1 =3a+2b+-c.

Wobec ¢ =d =0 otrzymujemy uktad rownan

a+b=1,
)= {3a+2b: 1,

ktory ma rozwiagzanie a=—1, b=2, skad W (x) = —z® + 222

Odpowiedz: Funkcja speliajacag warunki zadania jest funkcja okreslona nastepujacym
wzorem:

0 dla <0
flx)={ —23+22*> dla O<z<l1
T dla  z>1

. Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej x € (0, 2) spetniajacej nieréwnos¢
915. Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej « € (0, 2) spetniajacej nieréwnosé
22015 (3 —2)2016 5 1

Rozwigzanie:
Sposob I (dla myslgcych $Smiertelnikow):

Rozwazmy funkcje f okreslong wzorem

f(fL‘) :ZL’2015 . ($—2)2016 ]
Wowczas jej pochodna wyraza sie wzorem
f'(x)=2015-22" . (2 —2)*1 + 2016 - 2°"*° - (2 —2)21°

Poniewaz

f()=1 oraz  f/(1)=2015—2016=—1£0,
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funkcja f osiaga w punkcie 1 wartosé 1, ktora nie jest ekstremum lokalnym (bo f'(1) #0).
W szczegdlnoscei nie jest to maksimum lokalne, co oznacza, ze funkcja f musi osiggac
w poblizu jedynki takze warto$¢ wieksza od 1.

Sposdb II (dla bezmyslnych cudotworcéw):
Rozwazmy funkcje f okreslong wzorem

f(x) — $2015 . (ZL'— 2)2016 )
Zamiast wyciaga¢ wnioski na podstawie analizy przebiegu powyzszej funkcji, bezmyénie
uczepimy sie miejsca, w ktérym pochodna tej funkcji sie zeruje, a sama funkcja osigga
maksimum.
Pochodna funkcji f wyraza si¢ wzorem

f/(x) — 2015 . x2014 . (l, o 2)2016 + 2016 . x2015 . (l’ _ 2)2015 —
=2015- 2% (2—2)*'% - 2016 2 (2— )" =
=2 (2-2)% (2015 (2 —) ~2016-2) =2 (2— )" (4030~ 4031 -3) .
Zatem na przedziale (0, 2) pochodna funkcji f ma nastepujacy znak:

>0 dla ze€ (0, %)
f(z)¢=0 dla x—%
<0 dla ze (50 2)
Oznacza to, ze funkcja f osiaga na przedziale (0, 2) najwieksza wartosé¢ w punkcie
T = 382(1) i wartoscig ta jest
4030 4030\ 2015 14032\ 2016 40302015 . 40322016
o) = (o) (o) = g
Dla zakonczenia rozwigzania wystarczy ”tylko” udowodni¢ nierownosé f (%) > 1. Pro-
blem polega na tym, ze w rzeczywistosci f (%) ~1,000124.
Aby wykaza¢ nierownosc f (%) > 1, nalezatoby udowodni¢, ze
4030%°%°- 4032271 > 40311 | (%)

co jest praktycznie niewyobrazalne bez uzycia komputera, gdyz po obu stronach tej nie-
rownosci wystepujg liczby 14534-cyfrowe, a ich iloraz jest w przyblizeniu réwny 1,000124.

Cudotworca przepisatby nieréwnos$é (&) w postaci
(2n)"- (2n+2)"" > (2n41)"+

gdzie n=2015, a nastepnie przemnozyt ja stronami przez 2n otrzymujac kolejno nierow-
nosci réwnowazne:
(2n)" - (2n+2)"" > (2n+1)*"T - (2n),

((2n)-(2n+2))""" > (2n+1)%)" - (2n+1)-(2n),
(4n2 +4n)n+1 > (4n2 +4n+ 1)n . (4n2 + Qn) . ()

W tym momencie cudotwérca zauwazylby, ze po kazdej ze stron nieréwnosci () znajduje
si¢ iloczyn n+1 czynnikéw dodatnich. Gdyby sumy czynnikow po kazdej ze stron byty
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rowne, wiekszy bylby iloczyn o wszystkich czynnikach réwnych, czyli iloczyn po lewej
stronie nieréwnosci ({»). Tymczasem jest nawet lepiej, gdyz suma czynnikdéw po lewej
stronie nieréwnosci (<») jest rowna

<4n2+4n> ‘(n+1)=4n+8n*+4n,
a po prawej jest od niej mniejsza i wynosi
(4n® +4n+1)-n+ (4n®+2n) = 4n*+ 8n* + 3n.,
Dowd6d nieréwnosci () jest wiec zakonczony.
Uwaga:
Cudotworca zamiast nieréwnosci (<») udowodnitby nieréwnos¢ mocniejsza, a miano-
wicie 1 .
(4n2 + 4n) > (4712 +4n+ 1) . <4n2 + Bn) ,
co prowadzi do wzmocnionej wersji nieréwnosci (éb):
4030714032210 > 4031*%*° - 4031,5,

w ktérej iloraz strony lewej do prawej jest w przyblizeniu réwny 1,00000000769 (bezpo-
srenio po przecinku wystepuje osiem zer). To doprowadzitoby do nieréwnosci
4030 4031,5 1
(iost) > o~
4031

L 1.0001240387
Z 031 Tsoe2 T h 387,

gdy tymczasem w rzeczywistosci

4030
— | &~1 1240463 .
f(4031> ,0001240463
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