Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2019/20

Rozwigzania niektérych zadan z listy 8.

463. Niech funkcja f:[25, 00) — R bedzie dana wzorem f(x)=+/z.
Zdanie Z: Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [25, 00) zachodzi nieréwnosé
[f(@) = fWI<C-lz—yl.
a) Dowies¢, ze zdanie Z jest prawdziwe dla C'=1/10.
Rozwigzanie:

Przeksztatcamy i szacujemy lewa stron¢ dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nieréw-
nosci x, y > 25:

_ _|z—yl lz—yl  _|r—y|l _|z—y
|f(x)—f(y)|—\\/5—\/§\—ﬁ+\/§<\/%er— e

co stanowi dowdd danej w tresci zadania nieréwnosci dla C'=1/10 i dowolnych x, y > 25.

b) Dowiesé, ze zdanie Z jest falszywe dla C'=1/12.
Rozwigzanie:

Dla z =25 oraz y =36 mamy |z —y| =11 oraz

=yl Jr—y
[f@) = fl=1="—7=> 5"

wskazalismy wiec przyktad liczb z, y > 25, dla ktérych dana w tresci zadania nieréwnoscé
jest fatszywa przy C' =1/12.

Nie jest wiec prawda, ze ta nieréwnos¢ zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych
x,y € (25, 00).

464. Dla funkcji f:(0,00) — R okreslonej podanym wzorem wskazaé¢ odpowiednie
liczby rzeczywiste dodatnie z, y i udowodnié¢ nier6wnosé |f(x)— f(y)| >100-|x —y] .
a) f(z)=2a"
Rozwigzanie:
Z rownosci
£(2) = F@)] = |2 = 2| = (z+y)- |2~y

wynika, ze warunki zadania spetnia dowolna para réznych liczb rzeczywistych dodatnich
x, y speliajacych warunek

x+y>100.
Mozemy wiec wskaza¢ x =50, y=>51.
1
b =—
) fw) =~
Rozwigzanie:
7 réwnosci
1 1 1
)= 0= = | = - o=
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wynika, ze warunki zadania spelnia dowolna para réznych liczb rzeczywistych dodatnich
x,y speliajacych warunek

1
— >100 li < .
- , czyli  xy 100

Mozemy wiec wskaza¢ z=1/10, y=1/11.

1
465. Niech funkcja f:[4, 00) — R bedzie dana wzorem f(z)=—

7

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [4, 00) zachodzi nier6wnosé

[z —y|
@) = Fl < =5~

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nieréw-
nosci x, y > 4:

If(w)—f(y)|=‘1—1=’ﬁ_\/y’= S| RN el T
VE VI VEVE (Varvi)va (VAT VI
_ eyl eyl
(2+2)-4~ 16

co konczy dowdd nieréwnosci danej w tresci zadania.

466. Niech funkcja f:[8, 00) — R bedzie dana wzorem f(z)= /.
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [8, 00) zachodzi nier6wnosé

[z —y|
@)= f)l< =5~

Rozwigzanie:

Przeksztatcamy zgodnie ze wzorem na réznice szescianéw lewa strone dowodzonej nie-
rownosci, a nastepnie szacujemy korzystajac z nierownosci x, y > 8:

|f(x)—f(y)|=‘%—%’: WJ%LW%QJ%Z |x1_2y"

co stanowi dowod danej w treéci zadania nieréwnosci dla dowolnych x, y > 8.

L

Dowiesé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [16, 00) zachodzi nier6wnosé

|z —y|
(@) = FWI < =55~

467. Niech funkcja f:[16, 00) — R bedzie dana wzorem f(z)=

Rozwigzanie:
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Przeksztatcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nieréw-
nosci x, y > 16:

11 _\(*/5—6/@\: NZENG|

|f($)_f(y)|:47\/5_47\/§— Ty é/@-(%jL@):
_ |z —y| [z —y| _
y77- (Vo 93)- (Vo i) 1616 (V16+ ¥10)- (VIG+ Vi)

_ il _ |-yl

4-(2+42)-(4+4) 128

co stanowi dowod danej w tresci zadania nieréwnosci dla dowolnych x, y > 16.

468. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z)= v/22+10%. Dowiesé, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé

[z —y|
/(@) = FWI< Tg00

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia
a® -1t = (a4—b4> . (a4—|—b4) = (a2—62> . (a2+b2) . <a4+b4) =
=(a—b)-(a+Db)- (a2+b2) . (a4—|—b4) ,
ktory przy zalozeniu a+b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
a8 _ bS
(a+b)-(a®+b?)- (a+b)
Przyjmujac a = v/22+ 108 oraz b= /y2+ 105, zauwazamy, ze a-+b> 0 i przeksztalcamy
lewa strone dowodzonej nieréwnosci:
[F(2) = F(y)] = |Va? +10° — {2+ 10°
(22 4+108) — (y*> +108)
(Va?+ 105+ {7 +10°) - (Va2 + 105 + Yo7 F10°) - (Va2 + 105+ /o2 + 109)

a—b=

_ 2% —y°| _
(Va?+ 105+ {7 +10°F) - (Va? + 105+ Y47 F10°) - (Va2 + 10° + /o2 + 10F)
[z —yl- |z +y|

- (\8/$2+108+ \8/y2+108)-(\4/x2+108+ \4/y2—|-108).(\/x2+108+\/y2+108) - (M)

Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = v a? otrzymujemy:

lz+y| < |x|+|y|:\/ﬁ+\/E< Va2 +108+4/y2 + 108,
skad
|z +y]
Va2 +108 4 /424108

(2)
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Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1 1
8 8 <3 8 - ~ 50" (3)
Va2 +108+ /42 +108 ~ v0+103++/0+108 10+10 20

Analogicznie

1 1 1 1
< = =
Va2 105+ V421105 V0+105+ 0+10° 100+100 200

(4)

Wykorzystanie tych nieré6wnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

[z —y|- ]z +y _
(VaZ+105+ 7 +10°) - (V2 +10° + 47 F10°) - (Va2 + 105+ /o2 + 10F)
1 1 |z +y|

= |\ — . . . <
oy Va2 + 108+ Yy +10° Va?+105+ V2 +105 a2 +108+/y2 +10°
11 —

B =yl

<|z—yl-

20 200 4000

469. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z)= ¢/2*+10%. Dowiesé, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[z -yl
(@) = f)I < 5~

Rozwigzanie:

Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia
a® —b® = (a4—b4) . (a4—|—b4) = (aZ—bz) . (a2+b2) . <a4—|—b4) =
=(a—0b)-(a+D)- (a2+b2) . (a4+b4> ,
ktory przy zatozeniu a+b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
a® — 18
(@+b)- (@ +5)- (@ +b)

Przyjmujac a = v/z*+10° oraz b= /y*+ 105, zauwazamy, ze a-+b> 0 i przeksztalcamy
lewg strone dowodzonej nieréwnosci:

[f(@) = f(y)| = | Vat+105 - {Jy* + 108
(z*+10%) — (y*+10%)
(VT 105+ Yy +10°) - (Va +105+ Yy +10°) - (Vat + 108 + /g + 10°)
|2t — 3]
(Vat+ 105+ Yy +10°) - (Vat + 108+ YT+ 10%) - (Vat + 105+ /y T+ 10°)
[z —yl-lz+yl- (2> +y?)

B (VaT+105+ §/y™+10°F) - (Va ™+ 105 + YT+ 10%) - (VaT + 105+ /y T+ 10°) @

a—b=
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Korzystajac z nieréwnosci tréjkata i wykorzystujac réwnosé |z| = vVt otrzymujemy:

@ +y| < o]+ |y = Vat+ yt < V108 + {fyt 4108,
skad
[z +y

Vat+ 108+ /y +10°
7 kolei réwnosé % = v/ a* prowadzi do:

x2+y2:v$4+\/g< Vat+108+4/y* + 108,

skad
2, 2
Ly <1 (3)
Vat +108 4y 4108
Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1 1
8 8 S3 8 - 50" (4)
Vat+108+ ¥4y +108 ~ V0+103++/0+108 10410 20
Zastosowanie nieréwnosci (2), (3) i (4) do (1) pozwala dokonczy¢ oszacowania:
|z —yl-le+yl- (2> +97) _
(VaTH105+ §y™10%) - (V2T 105 + /YT 10°) - (VaT + 105+ /y T+ 10F)
—lz—yl- 1 , |2+ . Tty g
N i+ Y108 VT 105+ Yyt 105 Vat+ 108+ +10°
1 [z =y
<lr—yl —1-1= .
v=vl 55 20

488. W kazdym z zadan 488.1-488.10 podaj dziedzine funkcji f okreslonej podanym
WzOorem.

488.1. f(z)=\/(z—64)-(22—64)  D;=[—8, 8]U[64, +00)
488.2. f(x)=\/(a2—64)-(x3—64)  D;=[—8,4]U]8, +00)
488.3. f(x)=\/(a3—64)-(26—64)  D;=[—2,2]U[4, +00)
488.4. f(x)=\/(z°—64)-(2"—64)  D;=[—2,2]U[6, +00)
488.5. f(z)=,/(2"—64)-(x—64)  D;=(—o0,6]U[64, +o0)
488.6. f(r)=1/(x—64)*-(x3—64)  D;=|[4, +00)

488.7. f(x)=1/(x2—64)% (26—64)  D;=(—o0 —2]U[2, +o0)
488.8. f(z)=1/(a?—64)*.(2—64)  D;={4}U[6, +-00)
488.9. f(r)=1\/(x6—64)% (x—64)  D;={—2}U{2}U[64, +00)

488.10. f(x)=1/(2°—64)% (22—64)  D;=(—o0, —8]U{6}U[8, +00)
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489. W kazdym z zadan 489.1-489.10 dla podanej liczby a podaj taka liczbe b, ze

funkcja f:R — R okreslona wzorem

f(z)=alz|+bx

spetnia dla kazdej liczby rzeczywistej x réwnosé f(f(z)) =z, czyli jest odwrotna do samej

siebie.

489.1. a=1, b=—+2
489.3. a=2, b=—/5
489.5. a=3, b=-—+10
489.7. a=3/4, b=-—5/4
489.9. a=4/3, b=-5/3

489.2. a=—-1, b=—+2
489.4. a=—-2, b=—+/5
489.6. a=-3, b=—+10
489.8. a=-3/4, b=-5/4
489.10. a=-4/3, b=-5/3

490. Wiadomo, ze istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy podanymi
nizej wzorami i wykresami funkeji na kolejnych stronach, W kazdym z zadan 490.a-490.j
podaj numer rysunku, na ktéorym znajduje sie wykres funkcji f zdefiniowanej podanym

wzorem.

Przypomnienie: {y} oznacza cze$¢ utamkowa liczby y.

490.a. f(x)={|z|} 5

490.c. f(z)={|z]}* 4

490.e. f(z)=/{|z|} 7
490.g. f(x)z?/@ 9

490.. f(z)={z}"> 2
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490.b. f(z)={z}*> 1

490.d. f(z)=\/{z} 8
490.£. f(x)={\/lz|} 6
490.h. f(z)={&z} 10

490.j. f(x)={lz|}> 3
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