Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1 LUX, zima 2019/20

920. Niech funkcja f:IR—R bedzie funkcjg odwrotng do funkeji g:IR— R zdefinowanej
wzorem 3

g(x):§+x.

Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej dru-
giego rzedu funkcji f w podanych punktach.

4 14
f”<3> =-1/4 f”<3> =—4/125 f"(12)=-3/500
921. Udowodnié¢ nieréwnogé 26- e85 < 25. garete 7,
Rozwigzanie:

Dowowdzona nieréwnos¢ po obustronnym zlogarytmowaniu przy podstawie e przyjmuje
postaé
In26 4+ arctg 5 <In25+arctg 7,

co mozna przepisa¢ jako
In26 —In25 < arctg 7—arctg 5.

7 twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej rachunku rézniczkowego zastosowanego
do funkcji f(x)=Inz na przedziale [25, 26] wynika istnienie takiej liczby ¢ € (25, 26), ze
In26 — In25 = (26— 25) - f'(c) = f'(c) .

Ponadto z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej rachunku rézniczkowego zastosowa-
nego do funkcji g(z) =arctg = na przedziale [5, 7] wynika istnienie takiej liczby d € (5, 7),

ze
arctg 7T—arctg 5= (7—5)-¢'(d) =2-4'(d) .

Poniewaz 1
/ —_
fa)=-
oraz
J@)=
2241’7
z nieréwnosci 25 < ¢ < 26 oraz 5 <d < 7 otrzymujemy odpowiednio
1 1 1
— In26 —1n25 = f'(c) =~ —
55 < n26 —In25 = f'(c) - < 3
oraz
1 2 2 2 1

5% =50 < arctg 7T—arctg5=2-¢'(d)

W konsekwencji

211~ 2% 13

1
In26 —In25 < % <arctg 7—arctg 5,
co konczy dowdd nieréwnosci podanej w tresci zadania.

922. Niech F bedzie zbiorem wszystkich funkeji f: R — R speliajacych nastepujace
dwa warunki:
1° Dla kazdej liczby rzeczywistej  zachodzi nieréwnosé | f(z)| < z°.
2° Dla kazdych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé | f(x) — f(y)| < 10|z —yl.
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W kazdym z zadan 922.1-922.15 podaj kres gorny zbioru.

922.1. sup{|f(4)|: feF}=16 922.8. sup{|f(2)—f(1)|: feF}=5
922.2. sup{|f(6)|: feF}=35 922.9. sup{|f(3)—f(2)|: feF}=10
922.3. sup{|f(9)|: feF}=65 922.10. sup{|f(3)—f(1)|: feF}=10
922.4. sup{|f(11)|: feF}=85 922.11. sup{|f(5)— f(2)|: feF}=29
922.5. sup{|f(15)|: felF}=125 922.12. sup{|f(5)—f(3)|: feF}=20
922.6. sup{|f(20)|: feF}=175 922.13. sup{|f(6)—f(2)|: feF}=39
922.7. sup{|f(30)|: feF}=275 922.14. sup{|f(6)—f(1)|: feF}=36
922.15. sup{|f(7)— f(1)|: f € F}=46

923. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem f(x)= v/22+12. Dowiesé, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[z -yl
@)= fy)l < ==

Rozwigzanie:

Pomingwszy trywialny przypadek z =1y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
rachunku rézniczkowego wynika réwnosé

|f (@)= fW)l=lz—=yl- [ ()],
gdzie c lezy pomiedzy zx i y.
Wystarczy wiec wykazaé, ze |f'(x)] <1/6 dla kazdej liczby rzeczywistej .
Przyjmujac

x
gla)=fla)= "
0)=10= 5
otrzymujemy
v —1/2
lim g(z)= lim ————= lim =0
z—+oo ( ) m—»:too?_($2+12)3/4 x—>ﬁ:oo2.(1_|_12,x—2)3/4

Zauwazmy, ze g jest rozniczkowalna na catej prostej, a jej pochodna jest dana wzorem
1 3z
2. (22+12)%*  4-(22+12)7/*
Rozwiazujemy réwnanie na zerowanie si¢ tej pochodnej:
1 - 32
2-(224+12)* 4. (a2412)7
2- (2 +12) =327,

g'(x)=

2-12=2a?%,
r=+42-6.
Wryliczamy warto$¢ funkcji ¢ w miejscach zerowych pochodnej:
+2-1/6 2-4/6 2-4/6 1
g(£2-v6) = VG =+ VG =+ \/_—if.

3/4 .2R3/4 LR3/2
2.<(12-\/€>2+12> 236 2-6 0
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Stad wynika, ze funkcja g przyjmuje najmniejsza i najwieksza wartos¢ odpowiednio
—1/611/6, skad |g(x)| <1/6 dla kazdej liczby rzeczywistej .

924. Dana jest funkcja f: R — R okre§lona wzorem f(z)= v/22+1029. Dowies¢, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé

[z~
@) =l < =55~ -

Rozwigzanie:

Pomingwszy trywialny przypadek x =1y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej
rachunku rézniczkowego wynika réwnosé

[f (@)= fW)l=lz=yl- [ ()],
gdzie c¢ lezy pomiedzy x i y.
Wystarczy wiec wykazaé, ze | f/'(z)| <1/98 dla kazdej liczby rzeczywistej .
Przyjmujac

T
€T :f/ €T) =
90 =)= s 1020)
otrzymujemy
—3/4
lim g(z)= lim ‘ 75 = lim v 775 =0
T—£00 r=E0 4. (22+1029) r=#00 4. (141029 272)

Zauwazmy, ze g jest rozniczkowalna na catej prostej, a jej pochodna jest dana wzorem
1 Ta?
4-(2241029)7%  16-(22+1029)"/%
Rozwiazujemy réwnanie na zerowanie si¢ tej pochodnej:
1 72>

4-(2241029) 16 (22+1029)"/%"
4-(2°+1029) =727,

g'(x)=

4-1029 = 3%, 4-3-343 =327, 4.7 =27, r=+14-V7.
Wyliczamy wartosé¢ funkcji ¢ w miejscach zerowych pochodnej:
V7 +14-V/7 7T
g<:t14 7>: 7/8 =+ 3 3 7/8:
4-((£14-v/7)241029) 2-(4-73+3-73)

VT 7'ﬁ—ii
2. (7478 T 2.772 98

Stad wynika, ze funkcja g przyjmuje najmniejsza i najwieksza wartos¢ odpowiednio
—1/98 1 1/98, skad |g(z)| < 1/98 dla kazdej liczby rzeczywistej .

925. Dany jest taki szereg zbiezny % a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

[e.e] [e.e]
Sa, <24 oraz Y al<3.
n=1 n=1
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Dowies¢, ze
Yal<C,
n=1
gdzie C'=12 (wersja trudniejsza) lub C'=17 (wersja latwiejsza).

Rozwigzanie:

Korzystajac z nierownosci miedzy srednia geometryczng i arytmetyczng otrzymujemy
> &S . a, +a,+al
Saz=Y Jananat < On - n F Oy _
n=1 n=1
24+24+3 51

L [e's) ) [e's) ) 00 A < 51,
3 ( a +nZ::1a +nz::1an> 3 T3 7

n=1

—_

oraz

I —=

1 __nzl 2 n=1 32
2\ 24424 T2
o | 6 ~ 6

) 00 oo 3 e Oy - Sal < q, . 8 4
> ap =23 {ananal =3 o (85) 35 antan 480,

12.

926. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci
2 n 2
gn(n+1)\/ﬁ < Y VK < g-n-(n—l—l)-\/n 1.
k=1

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.
1° Dla n =1 dowodzone nieréwnosci przyjmujg postaé
2 2
22 <1 < Z.2v/2,
5 5
wystarczy wiec zauwazyc¢, ze
4

-<1
3

W2 V32
5 a5

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze prawdziwe sa nieréwnosci

g-n-(n+1)-\/ﬁ < }nj\/ﬁ < i-n-(nﬂ)'vn L. (1)

oraz

1.

5

Udowodnimy, ze wowczas analogiczne nierownosci sg prawdziwe po zastapieniu liczby n
liczba n+1, a mianowicie
n+1

;-(n+1)-(n+2)-\/n+1 < Y Vi3 < z-(n—i-l)-(n—i—Q)-\/n 2. (2)
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W celu dowodu lewej nieréwnosci (2) skorzystamy z lewej nieréwnosci zatozenia induk-
cyjnego (1). Otrzymujemy
n+1

Z\/ﬁ:i\/ﬁ+m>§-n-(n+l)'\/ﬁ+m>

a wiec do zakonczenia dowodu lewej nier6wnosci (2) wystarczy dowiesé, ze

2 e D T+ T3 2 (0 1)+ (042 VAT ®

Przeksztalcanie nieréwnosci (3) prowadzi kolejno do nieréwnosci réwnowaznych:

?-n-(n+1)-\/ﬁ+m>?-(n+1)-(n+2)~m, }: (n+1)3

\

2 n-\/n 2
z. 1>Z. 2),
s 1P )
2.1
RV SS9 (D),
n+1

(2n)"

a ta nierowno$¢ jest prawdziwa jako odpowiednio przeksztalcona nieréwnosé miedzy
Srednig arytmetyczng i geometryczng liczb 2n—1, 2n—1 1 2n+-2.

Analogicznie postepujemy dla dowodu prawej nieréwnosci (2). Korzystajac z prawej
nieréwnosci zaltozenia indukcyjnego (1) otrzymujemy
n+1

n 2
S VE =S VE+\/(n+1)3 < s (1) Vit Ty (n )7,
k=1 k=1
a wiec do zakonczenia dowodu prawej nieréwnosci (2) wystarczy dowiesé, ze
2 2
g-n-(n+1)-\/n+1+ (n+1)3< g-(n+1)-(n+2)-\/n 2. (4)

Przeksztatcanie nieréwnosci (4) prowadzi kolejno do nieréwnosci réwnowaznych:

g-n-(n+1)~\/n+1+\/(n+1)3<?(n—i—l)-(n+2)~\/n+2, [ /(n+1)3

)

N Ot N
S

_|_

—_
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2-(2n+5)*- (n+1)<8-(n+2)*,
(2n+5)* (2n+2) < (2n+4)*,

a ta nieréwnos¢ jest prawdziwa jako odpowiednio przeksztalcona nieréwnosé miedzy
srednig arytmetyczng i geometryczng liczb 2n+5, 2n+5 i 2n+2.

Na mocy zasady indukcji matematycznej dane w zadaniu nieréwnosci zostaty udo-
wodnione dla kazdej liczby naturalnej n.

927. Przy kazdym z ponizszych 28 zdan w miejscu kropek postaw jedna z liter
P, F, N:

P - jest Prawda (tzn. musi by¢ prawdziwe)

F - jest Falszem (tzn. musi by¢ fatszywe)

N - moze by¢ prawdziwe lub fatszywe (tzn. Nie wiadomo, czasem bywa prawdziwe,
a czasem falszywe)

O zdaniu T'(n) wiadomo, ze
e dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi implikacja T'(n) = T (5n),
e dla kazdej liczby naturalnej n > 13 zachodzi implikacja T'(n) = T'(n—13),
e implikacja 7'(11) = T'(12) jest falszywa.

Co mozna wywnioskowaé¢ o prawdziwosci implikacji:

a) T(130)=T(131) N b) T(130) = T(132) P
c) T(130) = T(133) P d) T(130) = T(134) N
e) T(130) = T(135) N f) T(130) = T(136) N
g) T(130)=T(137) N h) T(131)=T(132) P
i) T(131)=T(133) P j) T(131) = T(134) P
k) T(131) = T(135) P 1) T(131) = T(136) P
m) T(131) = T(137) P n) 7(132) = T(133) P
0) T(132) = T(134) N p) T(132) = T(135) F
q) T(132) = T(136) N r) T(132)=T(137) N
s) T(133)=T(134) N t) T(133)=T(135) F
u) T(133) = T(136) N v) T(133) = T(137) N
w) T(134) = T(135) N x) T(134) = T(136) P
y) T(134) = T(137) P z) T(135) = T(136) P
#) T(135) = T(137) P 2) T(136) = T(137) P
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