Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2019/20

113. Obliczy¢ caltke nieoznaczona

dx
/1+\/1+\/1+x'
Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie
1+vV1+2x,
co daje
tP=1+V1+z,
t?—1=v1+z,
(P-1)"=1+4x,
(t2—1>2—1:a:,
th—2t’=x

i formalnie
4- (£ —t) dt=da.
Otrzymujemy:

3
/1+m / 1—|—t e /tQ—tdt_i—2t2+c_

3
:4'( 1+3\/1+—33) —2'( 1+\/1+_1:)2+C:4'( 1+3\/1+—x) —2-2y1+2+C=
o 1+\/1+—x)3—2\/1+—x+02.

3

114. Obliczy¢ caltke nieoznaczona

/ dx
Vi+ Yz
Rozwigzanie:
Wykonujac podstawienie z =15 i formalnie dz = 6t° dt, otrzymujemy:
6t° dt 13 dt (tB3+1)—1 1
6 L T dt=6- [t —t4+1— ——dt=
/\/‘+\/‘ /t3+t2 /t+1 / t+1 / MRS

=26 —3t*+6t—6-In|t+1|+C=2-\/2—3- Y2 +6- %—6-1n(%+1)+0
115. Obliczy¢ caltke nieoznaczong

I(r)=[*

Sprawdzié¢, ze I(e) =1(1)+2, a jesli tak nie jest, poszukaé¢ btedu rachunkowego.

Inx

dz .
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Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie ¢ = v/Inz, czyli z=e!” i formalnie dz = e!” - 2t dt, a nastepnie
catkujemy przez czedci:

Inx t

](m)z/e da::/:?-et2-2tdt=2/t-etdt:2t-et—2/etdt:2t-et—2€t+C:

T
:2\/1nx-em—26m+0.

Sprawdzenie:
I(1)=—2+C,

I(e)=C=-24+2+C=1I(1)+2.

116. Obliczy¢ caltke nieoznaczona

/\/1+ 1+V1+zdr.

Rozwigzanie:

Wykonujac podstawienie

tz\/l—i—\/l—l—\/l—i-x,

VidVidr=1*—1,
Vitr=(-1) —1=t'-2¢,

z= <t4—2t2)2—1:t8—4t6+4t4—1

skad kolejno

i formalnie
dr = 8t" —24t° + 16t dt

otrzymujemy:
/\/1+ L VI wde = [ (87— 2417+ 166%) dt = [ 8% —24° 416t dt =
C 8t 24¢T 1617

o7ty oS
:S-(1+m)9/2—274-<1+\/1+\/1+—x)7/2+1;-<1+\/1+M)5/2+0.

117. Obliczy¢ caltke nieoznaczong
/e”sin\/ez—i-ldac.

Rozwigzanie:
Wykonujac podstawienie t =+/e? 41, czyli t> =e® 41 i formalnie 2t dt =e® dx, a nastepnie
catkujac przez czesci, otrzymujemy

/ex~sin\/ev”f+1d:£:/sint-2tdtz2-/t-sintdt:2-t-(—cost)—?-/1-(—Cost)dt:
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:—2-t-cost+2-/costdt: —2-t-cost+2-sint+C =

=—2-ver+1-cosver+1+2-sinver+1+C.

118. Obliczy¢ caltke nieoznaczong
- 2043
/ 2Tt dr .
xt + 22
Rozwigzanie:

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
2r+3  2x+3 Ax+B+D+E
i4a2?  (2241)-22  22+1 x’
20+3=(Az+B)-2*+D- (m +1> +E- <x +1> ‘-

20 +3=Ar*+Bax*+ D2+ D+ Ex*+ Ex,

0 = A+FE
0 = B+D
2 = F
3 = D,
skad A=—-21 B=-3. Wkonsekwencji
2x+43 —2x 3 3
/x4+x2 _/x2—|—1 x2+1+*+ dSC——hl(SE —|—1> 3arctga:—5+21n|x|+0_

119. Obliczy¢ caltke nieoznaczona
20+3
/ dx
z-(z+1)-(x+2) (r+3)

Rozwigzanie:
Sposdb I (normalny):

Rozktadamy funkcje podcatkowa na utamki proste:

243 A B D E
=
z-(z+1)-(z+2)-(z+3) = z+1 z+2 z+3
20+3 = A-(z+1)-(z+2)-(z+3) + B-z-(z+2)-(z+3) + (1)
+ D-z-(x+1)-(z+3) + E-z-(z+1)-(z+2).

W czasie, gdy mitosnicy rachunkéw sa zajeci wymnazaniem wielomianu po prawej stronie
réwnania (1), uktadaniem ukladu czterech réwnan liniowych z czterema niewiadomymi
i rozwiazywaniem go, podstawimy do réwnosci (1) kolejno =0, —1, —2, —3. Otrzymu-
jemy:

dla =0 3=06A, skad A=1/2,

dla r=—1 1=-2B, skad B=-1/2,
dla x =-2 —1=2D, skad D=-1/2,
dla z=-3 —3=—6FE, skad E=1/2.
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To pozwala dokonczy¢ obliczanie danej w zadaniu catki:
/ 2043 B 1 / l _ 1 B 1 N 1
r-(x4+1)-(x+2)-(x+3) r+1 x+2 z+3

dx =

1
= §(ln|$| —In|z+1| —In|x+2|+1njz+3])+C.

Sposob II (trikowy):
Przepisujemy dang catke w postaci
2x+43 2043
/ o=
z-(z+1)-(z+2)-(z+3) (a:~(a:+3)>~((x+1)-(x+2))
2043
:/ dx
(x243x) - (22 +3x+2)
a nastepnie podstawiamy ¢ = x?+ 3z i formalnie dt = (2 + 3) dz. Otrzymujemy
2x+3 dt
/ T dx :/ :
(x2+3z)- (22 +3x+2) t-(t+2)
Rozktad na utamki proste prowadzi do
1 120 1)2
t-(t+2) ot t+2°
co pozwala dokoflczyé obliczenia:

dx =

1
In ¢ —In|t+2
/ t+2 2/ t+2 b=y (njt=Injt+2))+

:; (1n‘:c2+3x)—ln‘x2+3x+2‘) +C

120. Obliczy¢ calke nieoznaczona
r+2
/ dx
z-(z+1)-(z+3) - (z+4)

Rozwigzanie:
Sposdb I (normalny):
Rozktadamy funkcje podcatkowa na utamki proste:
x+2 A B D E
=t ——+ ,
z-(r+1)-(z+3)-(x+4) =z x+1 x+3 x+4
z+2 = A-(z+1)-(z+3)-(x+4) + B-z-(z+3)-(x+4) + (2)
+ D-z-(x+1)-(z+4) + E-x-(z+1)-(x+3).
W czasie, gdy mitosnicy rachunkéw sg zajeci wymnazaniem wielomianu po prawej stronie
réwnania (2), uktadaniem uktadu czterech réwnan liniowych z czterema niewiadomymi
i rozwiazywaniem go, podstawimy do réwnosci (2) kolejno =0, —1, —3, —4. Otrzymu-
jemy:

dla z=0 2=12A, skad A=1/6,
dla z=-1 1=-6B, skad B=-1/6,
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dla z=-3 —1=6D, skad D=-1/6,
dla x=—4 —2=—-12F, skad E=1/6.
To pozwala dokonczy¢ obliczanie danej w zadaniu catki:
T+2 1 1 1 1 1
dr=—-[—— — dr =
/:c~(x+1)~(a:+3)-(x+4) 6 /:1: r+1 :z:—|—3+a:+4 ’

1
= 6(111]:1:\ —Injz+1|—In|z+3|+Injz+4|)+C.

Sposob II (trikowy):
Przepisujemy dang catke w postaci

r+2 B r+2 e
/x-(x+1)-(x+3)-(x+4) dgc_/(x~(x+4))-((:c+1)-(:c+3))d
_/ r+2 d
) (224 4x) - (22442 43)

a nastepnie podstawiamy ¢ =2+ 4z i formalnie dt = 2(x +2) dz. Otrzymujemy
/ r+2 e 1 ' dt
(x2+4x)- (22 +4x+3) 2 Jt-(t+3)
Rozktad na utamki proste prowadzi do
1 1/3 1/3
t-(t+3)  t t+3’
co pozwala dokonczy¢ obliczenia:

1 a1 ;1 1 1
S = (lnft|—In|t+3)+C =
2/t~(t+3) HE g (il =Inje+3))+

t+3

—é-(ln‘x2+4x)—ln‘x2+4x+3‘>+0.
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