Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzien 1 (poniedzialek 16 marca 2020)

Calka oznaczona

Ostatni wyktad! po$wiecitem na wstep do pojecia calki oznaczonej. Pojecie to ma dwa
oblicza, ktore kiedys$ tam sie spotykaja, ale poczatkowo ida zupelnie niezaleznie od sie-
bie. Oblicze pierwsze, ktore zajeto mi wiekszo$¢ wyktadu, to grzebanie sie w podziatach
przedziatu i polach figur ztozonych z prostokatow. Jest to do$¢ techniczne, wiec konty-
nuowanie tego watku odtozymy na pdzniej. Zajmiemy si¢ natomiast obliczem drugim,
ktore pojawito sie dopiero pod koniec wtorkowego wyktadu.

Niezaleznie od tego, ktérym obliczem calki oznaczonej sie zajmujemy, powiedzie¢ sobie
trzeba najpierw, czymze ta catka w ogdle jest.

Niech f:[a, b] — R bedzie funkcja. Zalézmy, ze ciagta, chociaz z tej ciaglosci zrezygnu-
jemy w przysztosci®. I do tego niech f bedzie funkcja o wartoéciach dodatnich, chociaz
z tego zalozenia zrezygnujemy jeszcze szybciej.

Interesuje nas pole obszaru®:

{(z,y): z€la, b] A O<y< [f(a)}
zamalowanego na zielono na rysunku 1. Nie bawimy si¢ przy tym w definiowanie, czym
jest pole figury ptaskiej, przyjmujac na razie nieformalng definicje intuicyjno-uzytkowa:
Pole, czym jest, kazdy wie.

A

Y

rys. 1

'We wtorek 10 marca 2020 .

2Rym niezamierzony i niepotrzebny, ale nie bede sie gimnastykowat z takim ukltadaniem tego zdania,
aby rymu nie bytlo.

3W skrécie méwi sie o obszarze pod wykresem funkcji f na przedziale [a, b].
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Figura ta zalezy od liczb a i b oraz funkcji f, wiec jakkolwiek chcieliby$my oznaczy¢
jej pole powierzchni, oznaczenie to musi zawiera¢ w sobie jakos wkomponowane te trzy
elementy. Przyjmujemy oznaczenie

b
[ f(w)dz.

ktore z tajemniczych (na razie) powodow jest podobne do catki nieoznaczonej i w ogdle
nie wiedzie¢ czemu nazywa sie catka. W oznaczeniu tym wystepuje takze zmienna z,
ktéra jest zmienng zwigzang?, moze byé wiec zamieniona na prawie kazda inng literke
bez zmiany znaczenia calego wyrazenia. Na przyktad mozemy rownie dobrze napisac:

b
/ F(t)dt.
a
Zaltozenie dodatniosci funkcji f jest potrzebne tylko po to, aby zrobi¢ tadniejszy ry-
sunek i mowi¢ o czystym polu geometrycznym. Ale jesli funkcja f bywa ujemna, jak
b
na przyktad na rysunku 2, to / f(z) dx oznaczaé bedzie algebraiczna sume pol:

e pole zamalowane na zielono, lezace pod wykresem® funkcji i jednoczesnie nad osig OX,
uwzgledniamy normalnie,

e pole zamalowane na czerwono, lezagce nad wykresem® funkcji i jednocze$nie pod
osia OX, uwzgledniamy z przeciwnym znakiem.

Calka oznaczona jest wiec réwna polu zielonemu minus pole czerwone.

rys. 2

4Czym sg zmienne wolne i zmienne zwigzane, wyjasniaé¢ tu nie bede, przyjmujac, ze jest to przed-
miotem Wstepu do Matematyksi.

5Tam funkcja f jest dodatnia.

6Tam funkcja f jest ujemna.
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Pierwsza wtasnoscia catki oznaczonej, ktora chee tu przytoczy¢, jest rownosé

[ Fa)da= | f(a) o+ [ fa)da,

ktora zachodzi dla kazdego c€ (a, b). R6wnosé ta jest oczywista’, jesli spojrzymy uwaznie
na rysunek 3.

A

Y

rys. 3

"Tego, ze jak rozetniemy figure na dwa kawalki, to suma pél kawatkéw jest réwna polu calej figury,
tlumaczyé chyba nie trzeba.
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Ustalmy teraz lewy koniec przedziatu, niech to bedzie jak dotychczas a, natomiast
zmieniajmy® koniec prawy, oznaczajac go literka ¢, co lepiej kojarzy sie z wielkoscig
zmienna. Oznaczmy dla krétkosci pole odpowiedniej figury (rys. 4), czyli catke oznaczona,
przez F'(t). W tej sposéb otrzymujemy jakas funkcje F'. POki co, nie za wiele o niej wiemy,
nie wiemy na przyktad czy jest ciagta.

Ale co tam cigglos¢. Wykazemy wiecej, a mianowicie udowodnimy, ze funkcja F' jest
rézniczkowalna®. Mato tego, jej pochodna F’ jest nie byle czym.

A

Y

rys. 4

8W sensownym zakresie.
9Mam nadzieje, ze wszyscy pamietaja, iz funkcja rézniczkowalna jest ciggla, a wiec rézniczkowalnosgé
jest warunkiem mocniejszym niz sama tylko ciaglosé.
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Z definicji pochodnej otrzymujemy!® (zobacz rys. 5):

t+h
B B I f(x)de
F(t) = }llin}) F(t+h)—F(t) _ }llin}) F(t+h)—F(t) _ }llin}) a2
yll
y=f(x)
f(t)
F(t) = /f(x) dz
t+h
F(t+h)= [ f(z)dz tth
a/ f(x) dx
) a t t+h z”
rys. 5

W liczniku ostatniego wyrazenia wystepuje catka, ktéra wyraza pole zamalowane na
rysunku 5 na czerwono. Jest to pole trapezu!! krzywoliniowego, ktéry z dobrym przybli-
zeniem jest prostokatem o boku poziomym dlugosci h i boku pionowym diugosci f(¢),
a wiec polu w przyblizeniu réwnym h- f(t), przy czym (z uwagi na ciagtosé¢ funkeji f)
przyblizenie to jest $wietne, jesli h bardzo bliskie 0.

W ten sposéb dochodzimy!? do

F/(t) = Jim - = f(t),

€O oznacza, Ze ...

... funkcja F' jest funkcja pierwotna funkcji f.

Ale ktorg pierwotng? Bo przeciez funkcji pierwotnych jest duzo. Ano ta, dla ktorej
F(a) =0, albowiem przy t =a rozwazana przez nas figura degeneruje sie do pionowego
odcinka, ktérego pole jest réwne 0.

10Rysunek i rachunki zrobione sg przy nieistotnym zalozeniu, ze h > 0. Przypadek h <0 wymagaltby
zobienia podobnego rysunku i przeprowadzenia analogicznych rachunkéw.

HTrapez widzi kazdy, kto zapatrzy sie na dwa pionowe réwnolegle boki. Mozna tez zobaczyé prostokat,
tylko krzywo uciety na gorze.

12Dla precyzyjnego dowodu trzeba sie pobawi¢ definicja Cauchy’ego cigglosci funkeji f w punkcie ¢.
Zainteresowanych odsytam do podrecznika prof. Marcinkowskiej, strona 408 i kawalek nastepnej — Twier-
dzenie 6 wraz z dowodem.
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Pamietasz, jak na wyktadzie pracowicie!® wyliczyliémy, ze pole tréjkata krzywolinio-
wego (rys. 6) ograniczonego osig OX | prosta o réwnaniu x =1 oraz parabolg o réwnaniu
y =1 jest rébwne 1/3 7

Y

11

rys. 6

BLiczac pola odpowiednich figur ztozonych z prostokatéw i przechodzac do granicy.
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To samo mozna osiagna¢ wprowadzajac funkcje F' opisang na rysunku 7.

Funkcja F jest funkcja pierwotna funkcji okreslonej wzorem 2, a ponadto F(0)=0.
Skoro F'(x) =2, to'*

3
F(x)z/x%lmz%—i—C,

a skoro F'(0) =0, to C'=0, wobec czego

ZL‘3

W konsekwencji pole trojkata krzywoliniowego z rysunku 6 jest rowne F(1)=1/3.

A

)

rys. 7

Obejrzyj w internecie'® wyklady doc. Gérniaka z PWr:

Odcinek 70: Funkcja z argumentem w gornej granicy catkowania
Odcinek 71: Twierdzenie Newtona - Leibnitza'® - podstawowe tw. rachunku catkowego

Uwagi: Zamiana rol literek = i ¢t nie ma znaczenia, mozna rownie dobrze tak i tak,
;. . . e . , 2 . . , 2\/
rzecz gustu. Moj osobisty smak nakazuje mi pisa¢ %%, a zdecydowanie unikac (%) , cho-

ciaz doceniam krotkosé tej formy oraz to, ze na ogdét nie prowadzi ona do nieporozumien.
Jednak matematyka uniwersytecka wymaga szczegdlnie starannego doboru oznaczen.

4 Pozwalamy sobie na pewng drobng nieécistoéé stawiajac znak réwnoéci miedzy catka nieoznaczona
(czyli zbiorem wszystkich funkcji pierwotnych zapisywanym jako ogélna postaé funkcji pierwotnej),
a funkcja F', ktéra jest jedna szczegdlna funkcja pierwotna.

15Pod adresem: https://oze.pwr.edu.pl/kursy/analiza/analiza.html

16Naprawde chodzi o Leibniza (bez t), ale podaje tytut wykltadu tak, jak pojawia sie w spisie tresci.
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