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Dzien 2 (wtorek 17 marca 2020)

Z wezorajszego wykladu wiemy, ze dla funkcji ciaglej f:[a, b] — R funkcja F' okreslona
wzorem

F(t):/tf(x) dx

jest taka funkcja pierwotna funkcji f, ze F'(a) =0. Jesli ktos chce zwracaé uwage na for-
malne detale, to dodaé¢ nalezy, ze I jest okreslona na przedziale [a, b, a jej pochodna

w punktach a i b zastepuja odpowiednie pochodne jednostronne!.
b

To prowadzi do nastepujacej procedury obliczania catki oznaczonej / f(x)dx :

1° Oblicz catke nieoznaczong / f(z)de.

2° Dobierz tak stata catkowania, aby otrzymac taks funkcje pierwotng funkcji f, niech
ta funkcja pierwotna nazywa sie F', ze F'(a)=0.

b
3° Oblicz F(b). To jest wlasnie szukana calka /f(x) dx .

2
Przyktad: Obliczy¢ /x2 dz .
1

3
1° Obliczamy catke nieoznaczona /a:2 dr = :% +C.

3
1
2° Dobieramy stala catkowania C'=—1/3. W konsekwencji F'(z) = % 3 oraz F(1)=0.

3° Obliczamy F(2) = ; Wobec tego

2
.1/1’2 dx = 3

Uftf... Wyszto, chociaz moze najwygodniejsze te rachunki nie byty. Pierwsza refleksja
jest taka, ze gdyby$my inaczej wybrali statg catkowania, nie wptyneto by to na wartosé
réznicy F'(b) — F(a), czyli przyrostu funkcji F' na przedziale [a, b]. To prowadzi do nieco
prostszej procedury, opisanej na nastepnej stronie.

INa ogét funkcja f jest okreslona na przedziale wigkszym niz [a, b] i w konsekwencji funkcja F' ma
w punktach a i b catkowicie legalng obustronng pochodna, nie tylko jednostronna namiastke pochodne;j.

Dzien 2 (wtorek 17 marca 2020) -24 - Strony 24-27



Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

b
Nieco uproszczona procedura obliczania catki oznaczonej / f(z)dz :
a

1° Oblicz catke nieoznaczona / f(x)dx.
2° Dobierz jakkolwiek stata catkowania, aby otrzymac jakakolwiek funkcje pierwotng
funkcji f, niech ta funkcja pierwotna nazywa sie F'.

b
3° Oblicz F(b)— F(a). To jest wtasnie szukana calka /f(:v) dx .

W naszym przyktadzie:

1° Obliczamy catke nieoznaczona / z? dx = 9;3 +C.
2° Dobieramy stalg catkowania C'=0, bo tak jest najprosciej. W konsekwencji F'(x)= a;?»
3° Obliczamy F(2)—F(1)= ;

Odrobing prosciej, ale zapis dos¢ niewygodny. A oto jak te rachunki bedziemy zapi-
sywaé w przysztosci.

Ogodlnie:
b b
[f@)ydz=F(z)|  =F()-F(a)
W naszym przyktadzie:
2
ijdx_xS 8 1.7
3 3 3 3
1 x=1

Pionowa kreska po wyrazeniu oznacza, ze nie interesuje nas to wyrazenie, ale jego
przyrost w podanych granicach. Zwro¢ uwage, ze w powyzszych wzorach mamy rownosci
miedzy liczbami.

b
Terminologia: W calce oznaczonej / f(z) dz funkcje f nazywamy funkcja podcal-
a

kowa, a przedzial [a, b] przedziatem calkowania. Liczby a i b nazywamy granicami cal-
kowania, odpowiednio dolng i gbrna.
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Z wtasnosci catki nieoznaczonej oraz z wezesniejszych rozwazan wynikaja nastepujace

WZOry:
b

[ f@) dx:/cf(:zr) do+ [ f(x)de

a

b

b b
[ F@) £ g()dz= [ f(z) de [ g(x)da

a a

b

/r-f(:c)da::'r“/f(:c)da:

a

Jezeli a < b oraz dla kazdego x € [a, b] zachodzi nieréwnos$¢ f(x) < g(z), to:

/f(x) dr < /g(x) dx

Obejrzyj w internecie wyktad doc. Gérniaka z PWr:

Odcinek 72: Wzér Newtona - Leibnitza? - podstawowy algorytm obliczania calek
oznaczonych

2Naprawde chodzi o Leibniza (bez t), ale podaje tytul wykladu tak, jak pojawia sie w spisie tredci.
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Lista zadann do rozwigzania (na jutro !!!)

Zapisz swoje odpowiedzi i sprawdz jutro, czy sa poprawne.
Przy tej i kazdej innej lidcie zadan mozesz otrzymac¢ pomoc na wirtulnych éwiczeniach
i konsultacjach?®.

W kazdym z ponizszych 21 zadan podaj w postaci uproszczonej wartos¢ catki ozna-
czonej. Wskazéwka: W niektorych zadaniach lepiej nie catkowaé¢ bezposrednio, tylko
narysowa¢ odpowiednig figure i obliczy¢ jej pole.

2020 3 2 1
121. / 7dx 122. /x2d:c 123. /x3dx 124. /wwda:
2017 0 0 0
4 27 10 de
125. /\/Ed:c 126. /%dx 127. /|x|dx 128. /7
1 1 -2 1 X
3 7 1 V3
d d d d
129./ v 130./ v 131./ = 132./ =
) x+1 J x+2 0T +1 x44+1
V3 1/v/3 1
dx dx dx
133. 134, [ & 135
/$2+1 / 241 / 22 +1
1 0 1/V3

1 1 0
136. /\/1—x2dx 137. /\/1—x2dx 138. /\/1—x2da:
—1 0 —1

2 2 V2
139. /\/4—x2dx 140. /\/4—:1;2dx 141. /\/2—x2d3:
_9 0 -2

3W czasie, gdy pisze te stowa, nie mam jeszcze pelnej jasnosci jaka bedzie forma éwiczen i konsultacji.
Na pewno mozesz w dowolnym momencie napisa¢ emaila do kazdego z prowadzacych. Bedzie tez pewnie
dzialaé¢ jakie$ forum na Moodlu, moze co$ jeszcze...
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